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Cet Ouvrage a pour but de familiariser àvee Temploi 
du Calcul infinitésimal les personnes qui étudient cette 

branche des Mathématiques, et de leur faire nettement 
saisir, par des applications variées» le sens et la portée 
des théories générales. 11 se compose de trois Parties. 
Dans les deux premières, dont Tune est consacrée au 
Calcul différentiel et l'autre au Calcul intégral, le titre 
des paragraphes apprend à quel genre de considéra- 
tions se rapporte la solution de chaque problème. 
Cette indication est omise dans les Questions diverses 
formant la troisième Partie; on a laissé au lecteur, 
préparé déjà par ce qui précède, le soin d'y suppléer. 

En présence des ressources multipliées qu'offraient * 

à TAuteur les œuvres des Maîtres, les collections 
savantes et les journaux scientifiques, la destination 
particulière du livre a déterminé le choix des matières 
et les limites qu'on s'est imposées. Les applications 

qu'il contient rentrent, en général, dans le cadre du 
Programme de. la licence ès sciences mathématiques. 

Des publications analogues, répandues en Alle- 
magne et en Angleterre, ontfourni de précieux secours. 
On a surtout largement puisé dans l'excellent ouvrage 
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VI AVERTISSEMENT. 

de M. D.-F. Gregory, intitulé : Examples of the proc 
cesset of the differential and intégral cakulus. 

Cette nouvelle édition se distingue principalement 
de la précédente par des additions nombreuses qui en 
ont beaucoup accru le yoluioe. La plupart se rattacheut 
à la première Partie. Le Calcul différentiel occupant 
enfin, dans les Cours de Mathématiques spéciales, la 
place qui lui convient, on a jugé utile d'offrir aux 
élèves qui les suivent une plus grande variété d'exer- 
cices et ploBÎears résoltats de natwre à les intéresser. 
Il est vrai que la notation de Leibnitz, employée ici, 
n'a pas encore accès dans renseignement secondaire, 
mais on a pris soin d'expliquer en téte du livre les 
notations et définitions qui pourraient embarrasser 
le lecteur. 
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NOTATIONS ËT DÉFINITIONS 

PRÉLOaNAlRES. 



3. ..(/>-— \pj * ' 

n. ^1^=1 L (G4D8S.) 

m. Logo: désigne le logarithme népérien de x» 
IV. L'expression 

Rasa 

dans laquelle a qi h sont des nombres entiers, reprtîsente 
la sommp des valeurs que prend F (/i) quand on y remplace 
n par diacun des lermes de la sniie 

La même somme s'écrit plus simplement 

h 

ou ^Y[n), 

lorsqu'il n^en peut résulter aucune ambigid'té. 

y. Les coordonnées d^un point rapporté i des axes rec^ 
tilignes sont ordinairement désignés par x,^, z. Les coor- 
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▼ÏII KOTÀTIOnS ET DÉFINITIONS 

données courantes le sont quelquefois par X, Y, Z. A moins 
de mention expresse du contraire, on suppose les axes per- 
pendicnlaires entre eux. 

r et 0 représentent les coordonnées polaires d*uu point 
dans uu plan. 

VI. Soient Ax et Ay les accroissements correspondants 
de la variable x et de la fonction y^f (x) \ la limite du 

rapport — quand tend vers zéro, limite qu'on nomme 

indifl*ëremment la dérivée ou le coefficient djff^reniiei dejTf 
est exprimée par Tune quelconque des formes 

— (notation de Lbunits), 

€t PC 

y'(.r) [notation de Lacrance), 
DsX (notation de CàDCKr]. 

On emploie aussi les formes plus simples 

j'f Djr, 

4 

quand il n'en résulte aucune ambiguïté. 

Le produit de la dérivée par dx est la diff'éreniioUe. 

La recherche de la dififérentielle ou la d^érentiation 
d'une fonction est donc un problème identique à la recher- 
che de la dérivée. 

La dérivée de l'ordre n peut s^écrire 



OU encore 



Soit 



^(.,^ y.^.,^ 



Oigitized by 



PEÉL1MI»ÀIB.ES. IX 

si Ton prend la dérivée de u n fois par rapport à la déri- 
vée du résultat p fois par rapport kj, puis celle du nouveau 

résultat g fois par rapport à 2, la quantité à laquelle on 
parvient ainsi est représentée par Tune quelconque des deux 
expressions 

m M, B d"-*-P-^ Il 

D ly^D'j», • 

VU* Soit la dérivée d'une fonction y (a:) j Tex- 

pressioD 

qu'on nomme Vintêgralc de (^(x)fix, désigne une fonc- 
tion dont la dérivée est et le type le plus général 
d'une pareille fonction est représenté par 



où Ton entend par C une quantité quelconque indépen- 
dante de X, 
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1 .1 

(/*-hl)(/A-4-2) 
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9 II 9* 

Page 6»! ligne 14, «v Ueu de « par lisew s par «s. 
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RËGUËIL D'ËXËRGICËS 

CALCUL INFINITÉSIMAL. 



PREMIÈRE PARTIE. 

C&LCUL DIFFÉRENTIEL 

QUESTIONS. 

§ I. — IjfTRODUCTiON. — Séries, produits de facteurs en 

nombre irtfini. 

1. Trouver les sommes des séries convergentes : 



(!) 


- I I . 


I 


1.2 2.3 


« (« -f- 1)' 




I I 


I 


î> />•••» 

1.3 a.4 


ii(«H-a)' 


(3) 


I I 


I 


i(i»-hi)' a(mH-2)' ' 





Le nombre m est supposé entier et positif. 

2. Prouver la divergence de la série dont le terme géné- 
ral est 

• I 
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2 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

3. Démontrer la relation 

2éP^'^ ^ 

Cas où « = 00 . 

4. Démotitrer la relation 

2 (x-l-ll) [x-¥n^l) (xH-it-f-3) ~ 3x(jr4-i) (x-l-î) 

n = 0 



5. Démontrer la relation 

(i xy^^ s= I — fA« «4- . . . 

On suppose fji entier positif et a: i . 

6. Étant donnée la série convergente 

'* a, -\-hy (a Jii) {a -4- A,)' ' 
a: ( X A, ) (x H- . . . { j: H- A„) 



(a H- Al) (a + Aa). . . (a 4" Am^) 



» • • • » 



on demande : 

1° La somme de cette série, sachant qu'elle est indépen- 
dante des quantités positires non décroissantes Ai, Às? • • • ^ 
•A 

2® Le procédé au mojen duquel cette série a été formée. 
On suppose x<^a, 

7. Condition de convergence de la série 



a 



a {a -4- i) , fl(g -h i). ■ .(g + ^ — i) ^ 
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QUESTIONS. 3 

Examiner le cas où x = i, et trouver la somme de la série 
particulière obtenue. 

8. Reconnaître la convergence ou la divergence des 
séries : 



(0 *.-(f),. ^'(j^) 

On suppose « ^ o, ^ > - > o. 

9. Déterminer la convergence ou la divergence des 
séries : 

(i) logséc-9 logséc — ^ — »...» logséc — ; — 

log ^IH- tang jj> log -h tang j-^-j^ > • • ' » 



9 • • • • 



On suppose j <C 

10» Calculer les sommes : 

2 -h /> a), COS (g -4- 

11. Soit une série à termes positif 

dans laquelle chaque terme se développe en une série cou- 

1 . 
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4 CALCUL DIFréHEWTiEL. 

vergence k termes positifs, de telle sorte qu'on ait : 

H^'^ = We -f- tt, -h «1 -h . . . 4- -h . . . , 

H'" =«<■' + 



1(iï») (/n) , (»«) , {m) , , (m) 

= u^ -+-«4 4-«, -H... -M*;, 



Si Ton forme les nouvelles séries : 

fit) « l/'^ //*^ J»^*"^ 



# \ (i) («) (m) 



elles sont aussi convergentes^ et leurs sommes respectives 
Ve, Vf • - • 9 V«9 • • • forment une série convergente ayant la 
même somme que la série ( Â) . 

Le théorème subsiste pour des séries à termes quelcon- 
ques, pourvu qu'elles ne cessent ])as trèlre convergeiUes 
quand on y remplace chaque terme par sa valeur absolue. 

(Cadcby.) 

12. Développer 



I — 2xcosa -i-*' 

en série convergente de la forme 

I H- A| « -h . . . -4- Ata-i •+• A,»*** -4- . . . . 

On suppose x<^i, 

13. Trouver la limite vers laquelle tend le produit 
P„s=cosâcos^cos~**-cos-^9 quand n croit indéfini* 
uirtJl. 



« 
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QOESTIOnS. 5 

i4>. Si les fractions positives décroissantes 

forment une série cou vergeiile, on peut prendre le uombre/ii 
assez grand pour que les produits 

B,==(l -f- ••(!•+• «m+p)» 

différent de l'unité aussi -peu qu'on voudra, quelque grand 
que soit p. 

15. Si les fractions positives décroissantes 

U^y • • • ) ^ny • • • 

forment une série convergente, les produits 

A„= (i — «,) (i — «,). . .(i — «„), 
B„ = (i 4- it.) (i -h «,). . . (i -é- ««) 

tendent vers des limites finies quand n croit iadéiiniment. 

16. Si les fractions positives indéfiniment décroissantes 

forment une série divergente, le produit 

tend vers zéro quand n croit iudéliuiment> et le produit 

B, = (l H- w,)...(l » 

croit sans limite dans le même cas. 

17. Démontrer que la série 

t.\ . ^ . m(m—t) ^^^ m{m'-i)...{m—p'hï) 
* ' f 1.2 * ' 1.2. 

a pour limite zéro, quand m est positif, et croit indéfini- 
ment quand m est n^atif. 
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6 GALCrn. DIFPtRBlITiBL. 

18. Transformer la série convei^ente 

en nn produit de facteurs dont le nombre est infini. 

Réciproquement, transformer en série le produit conver- 
gent 

(i . .(i -f-f») 

19. Déterminer les coefficients Ai, A,,. . A„, qui ren- 
dent identiques les deux développements 

P, = (i -hxz] (i -f-«»z). . .(l -h 
§,= 1 -4-A,*-<-A,x»-4-.. .-hAJ^; 

puis former la série convergente qui représente la limite 
de Pn quand on fait croître n indéfiniment. 
On suppose x et js moindres que Tunité. 

20. Démontrer les identités : 



sin-.r \ / sin*.r 
tinmx z= m smx i i \ / i 




• • • 



aio' — / V sin' i — 
m/ \ m 



(sin'a? \ 
I \» 
SID* / 
a m/ 



tapg'x X / tangVr 
tang' ~j\ tsng'2 £ 



/ un||«_\ 

1 ,/« — 1 1C I 



ou m représente un nombre positif impair. 
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QQBftTtOHS. 

SI. Des relalions préc^entes déduire celles-ci : 



.,^.<(-o..(.-|)(.^,4)...j-.-^|~j^ 



(-,).«nz>(_.).cos- (._^) 



0 

dans lesquelles lare j? est compris euire Aff el (i> +i) 9, et 
le nombre entier n est plus petit que le nombre impair m. 
On s'appuiera sur les inégalités : 

qui supposent a et a + À moiudres que -9 et À essentiel- 
lement positif. 

22. Démonirer les deux relaiious : 

a>.=.(.-ï)(.-^.)(,-^,)..., 



23. Vérifier les relations suivantes an moyen de la for- 
mule de Moivre : ^ 

stn (« -MiA) =: sinx -h cos (^*^"^) 
+ [^^ cos + 4 (2 sin 
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8 CALCVL Dn^FéllElITIEL 

cos (« nh) zz^ cos* "~ ^ j ^ ^ j ^ 

+ (3) si" 5 j 

On suppose n entier positif. 
24. Calculer les sommes : 

et en déterminer les limites <{iiand on suppose que n croit 
indéfiniment. 

^ II. — Différentiation des fonctions explicites d'une 

seule uariahle^ 

1 -h 3x ~ 3;r* 



•27. / = 



1 

31. ^ 



-t- «)* 
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QUBSTIOliS. 

32. ^ = log j^^ 4- X -f- (tf -f- àar -h «^^r J* 

33, ^^log ('-*>!-^(-'>! . 
3Jik. x=z log (log*) = log, (*). 

» » | m ■ 

(4-5x)' +7^ '08(4-5^). 

I 125 65 35 , ^ . 
37. jr = — +51o6_ 

X 



d9. j = arc laDg - 

V ^ I A H- a cosx 



I 1 3 I 

Jb8. aîn'jr cos* cos' j? — 3 co&s — - cot cosécx 

5 i5 a 



£1 



aocos'x tSco^x i5 

X ( taog« -h log cosdr). 
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f ( ---vl 

iS. f ''•(•2 — -laretiog 



ipunx 



arctaojj ' 



Ow kuy^Mjui ic» n;lationi suivanicâ ; 

^ ^ (^w — ^'C, g' — ^ ('» «J* — 

l/iîA (biictioiif X,, âPt)* • M ^« éiukt définies par les 
é[imiÏQnn suivaates : 



li'Oiiviîr la d^riv<5(î de la fonction vers laquelle tend x„ quand 
// iiii^ificute indeiinioietit. 

ttO. l*kaDl donnée la relation 

nmx f iiin(*4- A) sin(j: -t- 2/1) -t- . . . -h sin -t- nh) 

■ T-Â ' 

sin - 
a 

itii dëduiru l'oxprussiuu de la somme 

(îk) COt«-h00t(«4-A) + CO|(«4'2A)-l-. ..H-GOS(x+ffA). 

(]N« 10.) 

5t« Démontrer les relations 
lin# asin^jr -f-...-»-iistDJMP-:= i i 

ceajr •^acotïjr 4-%. mcwmx 
-4- i)fea«r^ acQa(» -4- iîjt— 1 

4 - 
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QVB8TIOHS. 1 1 

52. Étant donnée la relation 

. / , rrV / :r\ • / . «— > \ 

en déduire 

coséc'a;+ coséc' ^«H- • • • -Hcoséc' ^jc-h jc^ = n'coséc^it^c. 

§ m. — Différentiation des fonciiom explicites de 

plusieurs variables, 

53. « = a7«*— i8«*/4- i2;pyi-^ 

54. ii = aroiin ^*'~'^^y ^ 

55. ff = log i 

5o. u =z arc tang ■ ^. 

57. tt = are 008 ^ . 7^^ 



58. « = log tang 

». ,=î?ii^ *î. - 

cz — ax 

60. , . ' 

5i« j « = sinof cosj'ain» -hcoaxsin rsin« • 

\ -h cos« cosy coas — tinx wdx ooiz. 

02. u — . — — 

63. AppI iquer le théorème des fondions homogènes h 
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48. jrr-^l-î — - ) arctang 



2/7 sinx 



2 9\m il/ 



arctaDg 



(m — /i)ooft4: 



m — «H- (« -f- «) cos* 

On suppose les relations suivantes : 

49. Les fonctions arj, Xty* • •« ^tant définies par les 
écpiaiions suivantes : 



trouver la dérivée de la fonction vers laquelle tend jr„ quand 

n augmente iodéiinimeut. 

50. Étant donnée U relation 

[ sinx -H sin (x A) -+- sin ( x 4- 2 /e ) 4- . . .h- sin (x -i- nh) 

. l . . « 4- 1 . 
sin I X -4- — I sm * 



(«) 



sin - 

3 



en déduire l'expression de la somme 

(2) cos*-hcos(«-hA) -4-ooi(« -h aA)-l-. . . + cos(x 

(N«10.) 

51. Démontrer les relations 

, (/2 -t-i)sinwx — /2sin(A + i)x 

#in*-f" 2ll«2«-4-...-hllSIDJMP=^ « i 1 

4dn»î 

cosx + aoos2jr -h , . . -h it cos/r* 
(jt -h i)€!esgx — «cos(it -f- I 

4tin'^ 
^ a 
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52. Étant donn^ la relation 



sino^tSin l x-\- - sin 1 a; -+-2 - } -h . . . sin I x-\ tt ) =■ 9 



en déduire 



§ III. — Différentiation des fonciiom explicites de 

plusieurs variables, 

53. » = a7«"— i8«*jrH-iajty»— 8^. 



1 



55. tt = log i 



56. a r=: arc taog 



11.x -\~ y — x*y 



I — 2«y — «* • 

57. ir = arcoos ' —^jr 



58. « = logtang-.i 

59. « = ^^-^' 
50. « = 



«s — 



51. i tt = smxGosj8ins + co8xsinr sins 



-f- co$« coay coas — sino; ainj cos2. 



62. u — z 



X 



63. Appliquer le théorème des fonciious homogènes k 
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la fonction 

64. Soîi 

une fonction homogène des quantités jr^ 2, et 
U=sF(X, Y, Z, T) ce que devient cette fonction quand 
on y I emplace 2, t par des eipressions linéaires en 
X, Y, Z, T. Démontrer qu'on a 

J'n ^1 ) ^1 étant les valeurs de t corres|K>udantes 

aux valeurs X,, Yi, Zj, Tj des variables X, Y, Z, T. 

65. Étant donnée la fonction 
démontrer la relation 

^d^u d^u .d*U d^u d^u 



de^ dr' dz* dxdy dydz 

d*a 

66. Étant donnée la fonction 

u = 

d*u 

trouver 



dxdjrdi 

67. Étant donnée la fonction 



u = arc tang 



T î 



dxdf fix'dy* 



■ 
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68. Ëiant donnée la fonction 



(0 



dëmonlrer qu'on a 

(/ . ^Àdtt , A dit . Jzdu 

(«.-x»)' _ = (a>-r') = ^ = («' - ^ 

69. Des équations 

OÙ X etj- sont des variables iudépendantes, on déduit 

(2). X=ztf{u,t), j-=:z^{u,ty, 

(lémouirer qu'on a 

§ IV, — Dijjéventialion des fonctions implicites. 



70. ir* H- ^7 -f- j?r = («' 

71. J"=: ^ • 

72. I -f-a^=log(e^ 4-«^). 

73. ^ ^Q^' "^i"^. . 

74. = I 4- 

75. xsxny — rosj ^ cosaj' = o. 
7G. /sinj: — cos(x — o. ^ 
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l4 CALCUL DIFf ÉREiSTIEL. 

77. X «n»* — «tf*^ = o. 

78. c^''-4-[5éc(a:^)]^:=-o. 

80. ^* — 3jafC8in«-l-«' = o. 

81. arc tango: — ^»-+-«*=:o. 



Trouver ~- et -rr* 

Étant données les équations 

«■-t-r*— 3«-i-« = o, 
I» — a — « -h ^ = o, 

tronver -s-ei — 
8{^. Étant données les équations 

«* -h j-^ H- — 2 XJZ = 0 
-h ^ -4- « = 

trouver -r- et -j-* 
dx dx 

85. Ëunt données les équations 

«2 _j_ J.Ï 4_ ^ ,1 — 



log H- zjc = c% 



trouver 3— 
or 



QUBSTIOUS. l5 

86. z étant une fonction des denx TariableA indépen- 
dantes X eïjf^ définie par Téquation 

(0 «=«-i-r/(«), 

démontrer la relation 

87. La fonction s étant la même qu'au numéro précé- 
dent, on a 

et, plus généralement, 

i>;rw=i>r[F'W(/.)-D.4 

a 

S V. — Dérivées d'ordre quelconque. 



.88. 


J — (fl — àx)P. / 


•89. 


jr = cosor. ^ 


•90. 




•91. 


j = cosPx, p entier positif. 


92. 


X = log. X 


* 93. 


I -f-4P 


• 94. 




. 95. 


^ = ^* COS ( i'X 4- c). 


96. 




97. 


jp^(i — «y*. 


98. 


jr =: xP log X» 


99. 


(a -h x)/» 
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100. 




101. 


i 


103. 


X 


103. 


I 




^ -4- 


ântt 




106. 




107. 


X 

= arc UDg 


108. 


4rsina 

r =r arc tang • 




^ ^» 'ï* cnner ponu. 


110. 


y = ~- 9 m et p entiers positifs, p <Cm, 


111. 





112. Déduire dn miméro précédent les dérivées d*ordre 

quelconque de ces [x*) et de sin (x'). 

118. r = ^- 

114. Démontrer que deux fonctions u et f d*ane même 

variable sont liées par 

I i^D-'a =:D'(ttp) — D'-'(aDp) -h D— '(/^DV) 

115. Prouver que la dérivée de l'ordre n de la fonction 
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6" f (x) peul être mise sous la forme symbolique 

4?«(<H-D)"ç(j:). 

116. En supposant x démontrer qu*on a symbo- 
liquement 

et conclure de là la relation 

= (D» - 1) (D, - 2 ) ... (d, - IT^) D, r- 

117. Vérifier Tezactitude de la relation 

n{n — l)...ln — il -hi) 

La formule s'arrête dès qu'on arrive â un coefficient nul. 

118. Déduire de la relation précédente l'équation 

où 

s = COSff . 

(O. Rodrigue.) 

119. Calculer les dérivées successives de 

/ = {arcsin«)' 
pour la valeur particulière x =s o. 

120. Calculer les dérivées successives des fonctions 

= posfi (arc siD«)y s = siDfb(arc sinx) 

pour la valeur particulière x = o. 

On suppose que arc sinx représente le plus petit des 
arcs ayant x pour sinus. 
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^ VI. — Déifeloppement ffes fonctions en séries, 

121. De la série de Tajlor 

l /(X -h A ) ^/(x) -h A/' (x) H- . . . -h (x) 

déduire la suivante : 

j /x =7(0) H- x/'ix) - . . . + ( - 1)-*' - 

\ ^ ' I .St. . .{« -h l) 

et réciproquement. 

122. Démontrer la relation 

"^(i-i-xj" 1.2. ..u (i-hx)^"' I .a. . .^/i H- 1} 

123. Étant données les deuY séries convergentes 

^ 5= a, ai X . . . fl^x* -h . . . , 
log j = ^, -I- A| X 4- . . . H- ^«x" -h . . . , 

trouver la relation qui existe entre leurs coefiicieuts. 

12i. Développer cos* x en série convergente. 

125. Développer e**^°"cos (// sînx) et e*****'sin (/isino:) 
en séries ordonnées suivant les puissances entièrest positives 
et croissantes de h* 

126. Appliquer la formule de Taylor et le résultat du 
u*^ 107 au développement en série de 

arc tang (x -h A), i > x > — i . 
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On en déduira la relation 

(i) ^~Y = <^f H ~ — 2:_J1+.... 

127. Développer ^ === log [x H- (i -f - x*) ^ ] en série or- 
donnée suivant les puissances entières, positives et croiSr 
santés de la variable. 

128. Trouver la somme de la série 

r — 



arc 



On suppose m entier et x <^ i . 

129. Développerais (arcsiuo;)'. 

130. Du développement de ^= (arcsinx)*, déduire 
» r 2 «» 2.4/ a> Y 1 

131. Démontrer que tango: est développable d'après la 
série de Madaurin quand x est <^^9 et trouver la loi de 

formation des coefficients. 
Même question pour sécor. 

132. Démontrer que les fonctions 

^ = cosfA (a/vsinx), z z= s\nn{ are nnx) 

sont développables en série d'après la formule de Maclau*> 
riny et déterminer les coefficients de leurs développements, 

133. Démontrer que la fonction 

= X cet* 

est développable en série de la forme 

I H- «j h «4 rr-7 4- ♦ • . -f- «a» h • • . 

1.2 I .2.0.4 ' • *^'* 

2. 
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20 CALCUL DIFFÉUËKTIEL. 

et trouver rexpression du coefficient en fonction de 
ceux qui le précèdent. 

134. Si Ton pose 
- cet- = 1 — B, Ba „— - — B. 



2 2 l.a 1.2.i.4 1.2. ..2// 

on a aussi 

=i-4-Bi hBj r-. -h...+ B» 



2 «* — I i.a 1.2.3.4 1.2... 2«f 

Calculer les six premiers coefQcienls. 

135. Établir les relations 



' . . • 



I 

colx = — (- 



tangx = 



X irH-x ir — « 2fr + 4r 2» 

I I I T 



1C ir 3ir Stt 

.^j; — + X — — . « 

2 2 2 2 



(JS° 22.) 



136. Démontrer qu'on a, pour toutes les valeurs de x 
plus petites que it en valeur dssolue, 

^ X I ff* 2 ir* " ' * Il ir*» " * ' 



(a) 



ou C08« = — (2*— 1) -, — (2' — 1 1 - — 



^ ' il ir"» ' 



OÙ Ton suppose 



(]N°' 11 et 22.) 
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137. Démontrer les formules 

9.S,.r' 2Sfi.r« 



■ - , ■■■ — -+-,.. 
»»B,a?» 2*R,j7* 2«B.x« 



1.2 1.2.3.4 I.2.3...6 

i.a i.a.3.4 

2«(2« — l)B3X* 

• • • 

138. Trouver 1» relation 

xcosecs = I H — i £—! 1 — s L ' 

1*3 1.2.3.4 

139. Représenter par des séries ordonnées suivant les 
puissances entières, positives et croissantes de les fonc- 
tions 11 et définies par les équations 

et en déduire leur expression sous forme finie.. 

5 — Cliangemenl de variables. 



«0. 



(*)V,(è)'=.. 



« 
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Que devient Cfille équation lorsque la variable indépen- 
dante estj^? 

141. ^-t- ^ , =a. 

Prendre / pour variable indépendante, sachant qu'on a 

^ = log[«-l- (1-4- ««)*]. 

dx^ dx 

Prendre t pour variable indépendante, sachant qa*on a 

« = «*. 

143. (._,.)g_.| + ,., = o. 

Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a 

jr = oos/* 

144. Il - x^Y Ît - î»« ^ + = 
* ' df* * * dx I — X 

Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a 



ami ^^^^^^^^^ m 

145. (ii + x)»^ + 3(û-+-x)'0-i-(« + x)^4-^j^=o. 
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a 

146. -74-»--:r--*-/ = o- 

ox* X dx 

Prendre t pour variable indépendante^ sachant qu'on a 

(FoYJRiBR, Traité de la ChaÊmtr.) 
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147. Substituer la variable^ à la variable x dans ladif- 
féi'eiilielle 

(ï) tfaz=:— 

* (i — X^sin'j:)' 

j' cl/ étant liés par la relation 

(a) nn{2jr^x) = AMHx. 

On suppose que la variable x ne dépasse pas ~* 

X 

148. 



I l ansformcr celte expression en une autre ne renfermanl 
que r et d, sachant qu'on a 

149. *:7-— ^T- 

dy dx 

Transformer celte expression en une aulnî dans laquelle 
les variables indépendantes, soient r et sachant qu on a 

a: == rcosd, y =: rsiaO. 

150 — + — — o 
tix* dy* 

Éliminer les variables indépendantes x ei j, sachant 
qu'on a 

ii = y(r), «»-h^» = r>. 
d*u d*» d*u 

Éliminer les TariaUes indépeaduttes, sachant qu*on a 

II — ^ jr^ -+■ /'-I- z' == r». 
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Prendre pour variables indépendantes r et 9) sachant 

qu^on a 

Prendre pour variables indépendantes r, 0 et c^, sachant 
qu'on a 

$ VŒ. — Êlùmnation des constantes et des fondions* 

154. Éliminer m de l'éqnation 

{« -f- mi) (x' — w/*) = me*. 

155. Éliminer a, ^, c et de l'équation 
a«-l-^j^ + £s4-<^ = o, / étant fonction de jp. 

156. Éliminer la constante a de l'équation 

cosâPCQST'— - sinxsinjli— e^sin^fl)^ = co»«- 
On suppose e<^i\ le radical a le signe +. 

157. Eliminer ^ et de l'équation 

158. Éliminer ^ de Féquation 

-y - » - ) • 

r » r/ 

159. Éliminer cp et 4^ de Téquation 
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160. Éliminer ^ et ij' de réquatiou 

»'= f{ajr-j- bx) [aj' — bx) . 

161. De rëqnatîon u ss F (z> r) éliminer F et sachant 
qn'ou a 

9 et <p désignant deux fonctions arbitraires. 

162. Eliminer les fonctions 9 (x) et i|« (a:) de l'équation 

§ IX. — ifo/eur ^ef expressions qui se présentent 
sous des formes indéterminées, 

163. -, — ;-^T — f* ,^; > pour« = <i. 
16». ^ — — y poarar = i. 



165. 



pour X =: I . 



166. = — — 5^ — f 9 pour x=a. 

1 i • 

X— (32 24 flx') 3 -H (4o fl» jr»-h 24 fl» .r' ) • — (ax»— » 



167. 



pour â?=sa. 



168. , ' -H — ^ — î ? > pour X = G. 

169. 7-^^ r > pour X ~ o. 

4* ax(e**-i-i) 
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170. — ^ > pour « = o. 

171. -j-^^T — i)our« = o. 
log(taiig4;) 

172. «"logar, pour * = 

173. x*", pour « = 0. 
xe"-*- jTÉf»— 2tf»'-h 2^ 

m. (7=17 ' * 

2 sin^x -h sinx — 1 ir 
175. — r-; 5-^ î pour Jr = £ 

, «n (g -f 6) sin (a - h — ain à $in jf 

sin(a + 0 -h X) 

pour xs=ir — a- — b. 
177. (cosfljr)ï**«****)^, pour * = o. 

jf«Q ^'^^to — tang (/7 - .r) 

1 iOm , — , , \f 

arc taog (a -h a*) — arc tang (a — j:} 

a t ^* siu ff« — Z»* sin bjr 

g*$in^ar — 0*8111 AX *^ 

/ , \ ttii«« 

180. I - j 9 pour «r^o. 

41*— 

181. — - pour xr-- o. 



188. « — «* log ^ ' ~^ ' * = 



ao 



tâng — 



183. ~" ' P®"'' x = a. 

184. — — X* = G. 
Vraie valeur de ^ pour x = o. 

185. (^-hjf»)'— 6arr' = ii«'(a« — «). 
Vraie valeur de ~ pour x = o. 



QUESTXOIVS. 

§ X. — Hîaxima et minùna, 
186. 8x'-f- 22*=»— 24*+ia. ■■■■ — 

*^"~2ooooL -i^3888oooj 
188. r= ' 



jp^H- j: — I 



190. j^ = iii^'. - 



191, r = =—7- 

(a'+ai>y 

or* . 

198. r = (l'4-a:')(7-x)». 

194. ^'-h 2ja'-h4x— 3 = o, max. cl min. de j^. 

195. 3««r= o, max. et min. de j^. 
196* j^H-*»— 4^-'-a = o, max. et min. de 7. 

197. X* — ^mxx -h x^—a^ = o, max. et min. de j 

f98* u=x*-i-jr* — 2x^-1- — 2^'. 

199. tt = «»jrt (« _ _ 



m « = 



^2 



(«H- x)(j: -h j) (j-H- z) (2 4- 

xeijr étant liés par la relation 

20â. K 3= 0 cos*x + b co&*x, 
X tijr étant liés par la relation 
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203. « = (j:-4-i)(/H-i)(5H-i), 

avec la condition 

«•Arc» = A. 

204. Trouver, sur une droite donnée, un point tel, que 
la somme de ses distances à deux points donnés soit un 
minimum. 

205. Quel est le rayon du cercle dans lequel, à un arc 
de longueur donnée, correspond le segment maximum? 

206. (Fig. a.) Étant données les parallèles AC, BD et la 
ligne AB, mener, par le point donné C, la ligne CXY, 
telle, que la somme des triangles BXY et AXG soit un mi- 
nimum. (VlVIAVI.) 

â07. (Fig, 3.) PMO est un triangle sphérique recungle 
en M ; déterminer la position du point P par la condition 
que PO — MO soit un maximum. 

â08. Sur la ligne qui joint les centres de deux sphères 
extérieures Tune k l'autre, trouver un point tel, que la 
somme des zones vues de ce point soit la plus grande pos« 
sible. 

S09. Étant donné un prisme hexagonal régulier, on joint 
de deux en deux les sommets de Tune de ses bases, puis on 
mène par les droites ainsi obtenues des plans également 
inclinés sur la base et formant une pyramide. On demande 
quelle doit être Finclinaison de ces plans pour que le vo- 
lume total résultant ait la plus petite surface? On ne fait 
pas entrer dans le volume les portions du prisme qui sont 
en dehors de l'angle solide au sommet de la pyramide. 

210. Étant donné un cône droit, on deiùande de le 
couper parallèlement à la génératrice par un plan tel, que 
le segment parabolique résultant soit le plus grand possible. 



Digitized by Google 



QUESTIONS. 99 

211. Déterminer l ellipse la plus grande qu'on puisse 
obtenir en coupant par un plan un cône droit donné. 

Parmi low les secteurs sphériques de volume 
donné, trouver celui dont la suiiace totale est la plus pe- 
tite possible. 

213. Parmi tons les vases de même capacité dont la 
forme est celle d*an tronc de c6ue, et dans lesquels Paréte 
fait avec le fond un angle donné, trouver celui dont la sur- 
face totale est la plus petite possible. 

214. Un point lumineux M est mobile sur la circonfé- 
rence d*un cercle donné ; il éclaire une surface infiniment 

petite 0) dont le plan est perpendiculaire à celui du cercle 
et passe par son cenire. (.elle surface pouvant être regardée 
comme située en uu point P de Tintcrsection des deux 
plans et intérieure au cercle, on demande la position que 
doit occuper le point M pour que la siurface o> en reçoive un 
édaîrement maximum. 

L'éclairement est proportionnel au sinus de l'angle de la 
direction des rayons lumineux avec la surface éclairée, et 
en raison inverse du carré de la distance du point lumineux 
à cette surface. 

215. Remplaçant, dans la question précédente, la cir- 
conférence par une droite AY qui rencontre le plan de la 
surface co au point A, et se projette sur le pian suivant 
une droite AX qui contient le point P, on demande quelle 
position doit occuper le point M sur la droite AT pour que 
l'éclairement de la surface iù soit maximum. 

216. Trouver^ sur une circonférence donnée, un point 
tel} que la somme de ses distances à deux points donnés A 
et 6 soit un maximum ou un minimum. 

217. Inscrire dans un ellipsoïde donné le parallélipipède * 
maximum. 
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218. Trouver le triangle de périmèlre aiinimum inscrit 
dans un triangle donné. 

219* La surface qui a pour équatiou 

( + H- z*y = H- b*j* c»»% 

étant coupée par un plan donné qui passe par son centre, 
on demande les distances maximum et minimum de ce 
centre au périmètre de la section. 

220. Surface de la section faite dans un ellipsoïde par 
un plan qui passe au centre. 

921. Volume de VeUîpsdide qui a pour équation 

ax* -h a' -h «"z' -h 2 6ys -h 2.b' xz H- ^h^xy --^ C. 

222. Circonscrire à un triangle donne la plus petite 
ellipse possible. (Ecler.) 

323. biscrire dans un triangle dcmnë la plus grande 

' ellipse possible. 

S2^. De toutes les pyramides triangulaires qui ont même 
base et même hauteur, quelle est celle qui a la plus petite 
surface ? 

225. Trouver un point tel, que la somme de ses distances 
à trois points donnés soit la plus petite possible. 

% XI. — Tangentes aux courbes planes, 

226. Sous-tangeute de la courbe qui a pour équation 

227. {Fig. g.) Soient AB, ÂC, EF trois tangentes à la 
parabole BDC ; si par les points E, F, on EF rencontre les 

deux autres, on mène des parallèles à ces lie;nes, ces paral- 
lèles se rent outrent sur la droite de contact BC. 
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228. La courbe qui a pour tx|ualiou 

s i 1- 

est constamment touchée par une droite de longueur inva- 
^riabie qui glisse en s'appuyant aur les axes coordonnés. 

229. Généraliser le problèoïc de la cjcloïde, en substi- 
tuant un cercle a la droite fixe et supposant que le point 
décrivant, toujours invariablement attaché au plan du 
cercle mobile, n^est pins situé snr la circonférence. Tan- 
gent s aux courbes ainsi obtenues. 

230. Si, dans le plan d'une courbe donnée, on projette 
un point fixe A sur toutes les tangentes a cette courbe, on 

obtient un lieu j^éométrique tel, que la tangente en un de 
ses points |tx, correspond au l au point M de la courbe don- 
née, est aussi taugeate à la circonférence décrite sur AM 
comme diamètre. 

231. Parmi tous les polygones d un même nombre de 
côtés, circonscrits à une même ligure fermée convexe, 
trouver celui qui est le plus petit. 

232. Si Ton mène à plusieurs courbes données, à partir 
d'un point fi situé dans le plan de ces courbes^ des nor- 
males qui les rencontrent aux points nti, m^y irs,. . ., et 
si le point n se déplace de manière qu*on ait toujours 

Htfit -f- fi///j -f- -h. . . = oonst., 

la normale au lieu cpi'il décrit passe par le centre des 

ii¥>yennes distances des points mi, ma, . . • . 

988. Soit AMB un arc d'une courbe donnée. La corde 
AB = a étant fixe, on demande quelle doit être la position 
du point M sur cet arc pour que la somme des cordes 
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àM + MB soit un maximum. — Solution géomélrique de 
la même questioo. 

23i. Trois courbes étant données, on prend un point 
sur chacune d'elles et Ton demande comment ces points 
doivent être choisis pour que le triangle dont ils sont les 
sommets ait une surface maximum ou minimum* — Cas 
particulier où les trois courbes pb réduisent une même 
ellipse. 

Mener à Fellipse une normale tellei que U portion 
de cette ligne droite comprise dans la courbe soit la plus 
grande ou la plus petite possible. (O. Bohubt.) 

S36. TrouTer, dans la spirale logarithmique : 
Le lieu des extrémités de la sous-tangente; 

a° Le lieu des extrémités de la sons-normale. 

237. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées du pôle sur les ungentes à la courbe qui a pour 

équation 

r" = a*cosai9. 

238. Soit m un point d'une courbe dont T^uation est 

/(tt, p) == o, 

CL dans laquelle les variables u et f peuvent représenter : 

i" Les distances du point aux droites A et 

Les disunces du point aux points fixes P et Q ^ 

3<* tt la distante du point à A, et la distance à P. 

Dans tous les cas, si Ton porte, à partir de m et paral- 
lèlement aux directions des droites u et p», des longueurs 
proporlionneDes à f^i y en ayant égard aux signes, la 

diagonale du parallélogramme construit sur ces longueurs 
sera dirigée suivant la normale au point m. 

(Joachimsthil). 
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239. Ecpiatioii de la tangente k une.couriie dont l'équa- 
tion en coordonnées polaires est 



1 =/(&). 

240. Si Ton tait rouler dans un plan une courbe A sur 
une courbe fixe B, les positions successives d'un point /x, in- 
variablement lié à A, déterminent une nouvelle courbe 
dont la normale en chaque point passe par le point de con- 
tact des courbes A et B. (Descartes.) 

^ Xn. — Consù'uciion de courbes. — Points à"" inflexion 

et autres points singuliers» 

241. jrr' = 2rt(2«x — x'Y , 

242. tfx» -t- V — = o. 

243. *• — -H a*y = o. 

m 

244. y = h {x — a)**. 

245. X* — ax'y -H by^ o. 

246. a««»^-— a**/» = o. 
24T. • aflry»— 3<i»/* — 2a»a;»-l-i»« = o. 

248. X* -h — Çiax^y 4- a}y^ ~ o. 

249. \,by — exf = [x^a)K 

250. a* — ax^y — axy^ -I j- ~ o. 

4 

251. a'/* — 2a' (a -f- x) -f- a (a -h Jf* — .r* ™ o, 

252. i6 — :iay^ — aa'j') -4- {x^ — 4«')» = o. 
2&3. j»(a« — «) 4- — = 0. 

â54. >-«-l-x«-. a««7»— a*»*»-h ** = o. 

255. y*-i-ax'~ b^xy- - o. 

256. /' = «sin»jî. 

3 
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257. 



268. r = r-: (Conchoide.) 

sin e ' 

259. r = a(tangô— i). 

sin 30 



260. — a' 



§ XUi. — Hayons de courbure et développées des courbes 

planes, 

261. y ' = H- 

202. Zay* = (Parabole semi-cubique. ) 

263. = — — (Cia««de.) 

a î î 

264. x'-4-/'^fl'. (Cardioïde)(n«229). 

265. / = (Lctgarithmique.) 

266. >r = ^ (Chaînette.) 

267. X («'— J')' (Tractrice.) 

268. r^oi^, (Spirale logarithmique.) 

270. r'=:co8a9. (Lemuiscate. ) 

271. Épieycloide(ii«229). 

^t'I. Soient niA = r la distance d'un point m d'un» 
courbe à TorigiDe A des axes supposés rectangulaires, p 
la perpendiculaîre abaissée de A sur la tangente en m. 
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a Tangle de cette tangente avec Taxe des ds Télémeat 
de Tare et p le rayon de courbure; on a 

ds d^p dr 

^^7i ^^'^'dë ^'^dp' 

273. Dans toute courbe dont Téquation satisfait à la re- 
lation 

dx [4g*r' — (^"H->')'f 
dy h* H- r» ' 

la dififérence entre Fiiiverse de la longueur de la normale 
et Tinverse du rayon de courbure est indépendante de b* 

274>. Lorsqu'en un point d'une courbe le rayou de cour- 
bure est maximum ou minimum, le contact de la courbe et 
du cercle osculateur en ce point est du troisième ordre. 

275. Soit une droite OM qui passe par un point fixe O 
et rencontre en A,, A,,..., A„, n courbes données (A,), 
(At)).* ) (^»)' ^*-* poîïiî' ^1 <^st tel qu'on a 

OA, OA, OA, " 2à0iL ~ OM* 

ai, atv)^»» ëtant des constantes. Lorsque la transver- 
sale OM tourne autour du point le point M décrit une 
courbe (M) et Ton a 

2 a m 
pcos*a Rcos'fft' 

étant le rayou de coiubure de la courbe ( A^) et a|^ l'angle 
que fait ce rayon avec la transversale. R et ft sont des 
quantités analogues pour la courbe (M). 

§ XIV. — Géométrie à trois dimensions. 

276. Etant données deux droites D et Di représentées 

3. 
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par les équations 

(D) l^ = iZ^ = i^% 

a 6 7 
(D.) — — — —5 — — » 

*I 7« 

on deuiaiide ; 

La direction de la plus courte distance des droites D 
elDtî 

a** La longueur de cette plus courte distance; 

Les coordonnées des points de D et de D| dont la 

distance esl uu minimum. 

977. Soient^ en un point M d*une courbe à double cour- 
bure, rt, fc, c les connus directeurs de la tangente, a, 6, y 
ceux d<; Vaxe du plan osculateur, w l'angle de conlingence, 
u Tangle de toi siou j sachant qu'on a les relations 

da^ db de 

(i) X = p =— > f*=— > »=— , 

^ dt tè u w 

où X, jbt, V désignent les cosinus directeurs de la normale 
principale, prouver qu'on a aussi « 



da </6 dy 



S78. Déduire des équations (a) du numéro précédent la 
formule connue 

tix [d^ j-d^z—U^ZfPy)-hdjr { (nzd*jr— d^a: d^z)-hdz {d'xd* y—d » yd^x) 
^* {dyd^z --^dMd^Y^ÇdMd** — éterf'x}» H- {dxd^y — dyd'xf ' 

279. Les noutions éunt celles du n** 277, démontrer 
les formules 

d\=zoLU — </pt;=;Ç« — dit — y« — 
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et tirer de là Téquation 



37 



•(|/' = w' -f- tt», 

^ désignant Tangle de deux normales principales infiniment 
voisines. 

S80. Soient M un point cVune conrbe Mt le point 
correspondant de la courbe Ci lieu des centres de courbure 
deC; trouver les angles que la tangente en Mi fait avec la 
tangente^ la normale principale et le plan oscnlateur au 

point M. 

Soient M et M' deux points infiniment voisins d'une 
courbe donnée; P un plan mené par M perpendiculaire- 
ment h la normale principale en ce point; P' le plan ana* 

logue en M'; le point M étant supposé fixe, déterminer 
rînlerscclion limite L de ces deux plans, et en conclure une 
représentation géométrique de la seconde coui'bure. 

(Lancret a donné au plan P le nom de plan rectifiant et 
celui de droite rectifiante à la ligne L. ) 

282. En un point M d'une courbe à double courbure, 
déterminer l'intersection limite m du plan normal avec 
deux plans normaux infiniment voisins et trouver l'exprès- 
sîon de la longueur Mm. 

Le point m est le centre de la sphère osculatrice dont 
Mm est le rayon. 

283. Si le rapport des deux courbures d'une courbe est 
constant, cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre 
a base quelconque. ( J. ^ Bertrah o . ) 

28fc. La courbe dont les deux courbures en cbaque point 
sont constantes est une hélice trapée sur un cylindre à base 
circulaire. (Puisbux. ) 

285. Etant donnée une. courbe AB, ou en déduit une 
autre AiB|, en portant, à partir de chaque point M de la 
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première, une iongaeur coosunte MMi = h «ur ]a normale 
principale en ce point. Trouver les angles que la tangenie 
en Ml à la courbe AiBi fait avec la tangente, la normale 
principale et Taxe du plan osculateur de la courbe AB au 
point M. 

286. Les données étant celles du n** 285, trouver les 

conditions : 

Pour que les langcnics aux poiuU correspondants des 
deux courbes soient parallèles; 

Pour que les normales principales correspondantes 
coïncident. 

287. Étant donnée une courbe qui rencontré toutes les 
génératrices d*uoe surface réglée, et telle, que les cosinus 
"directeurs de chaque génératrice, au point où elle coupe 

la courbe, soicui des fondions des coordounées de ce point, 
on demande : 

1^ La direction limite de la plus courte distance de deux 
génératrices infiniment voisines; 

a° La limite vers laquelle tend le rapport^» à étant la 
plus courte distance et m Tangle de ces f^ônératrices: 

► 

3*^ La position limite, sur l'une dos géiu'ralriccs, du point 
on elle est coupée par sa plus courte distance à Tautre. 

'288. Les données élanl celles du numéro précédent, si d 
est une quantité infînimeut petite par rapport à ^, elle est 
au moins du troisième ordre infinitésimal. (Booquet.) 

289. Dans les surfaces pour lesquelles d est un iniininient 
petit d'ordre supérieur à le plan tangent en un point est 
tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce 
point. (Surfaces développables.) 

^90. Toute surface développable (n"" 289) peut être 
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regardée connue le lieu des langeules à une courbe à double 
courbure, el réciproquement. 

291. Les plans tangents d'une surface dëveloppable sont 

en même temps les plans osculateurs de son arête cie re- 
broussement (n*^ â90). 

SOT. La condition nécessaire et suffisante (n** 289) pour 
qu'une surface réglée soit développable peut être remplacée 
par les relations 

fit dm dn 

a — / cosô b — I» cosô c — n cosd 

Q désignant T angle de la génératrice avec la courbe diree~ 
*/ice(n<»287). 

293. Par chaque point d une coui be à double courbure 
on mène une perpendiculaire à la tangente en ce point; 
condition nécessaire et sufQsante pour que la surface réglée 
ainsi obtenue soit développable. 

294. Par chaque point d'une courbe A on mène une per- 
pendiculaire à la tangente, de manière à former une surface 
développable. On demande de déterminer en un point M| 

de Tarête de rebroussemcnt Ai répondant au point M de ^ 
la courbe donnée : 

I® Les deux courbures de la ligne A| f 
9^ L'élément de Tare de cette courbe. 

(La courbe A| est une des développées delà courbe A.) 

295. Des relations du n^292 déduire Téquation générale 

des lignes de courbure. 

296. Si 1* intersection AB de deux surfaces S et St est une 
ligne de courbure de chacune déciles, ces surfaces se coupent 

partout sous le même angle; et réciproquement, si deux 
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surfaces se coupent partout sous le môme angle, et si l in- 
tersectîon est une ligne de courbure de l'une d'elles, elJe 
sera aussi uue ligne de courbure de l'autre. 

â97. Lîea de» projectioDs do centre de l'ellipsoide sur 

ses plans tangents. 

2d8. Mener un plan tangent k la surface dont Téquation 
est 

(«» — — by^ = o, 

et trouver riniersection de ce plan avec la surface. 

299< Plan langent à rhélicoïde gauche 

X cos —r ^ j sin —7— = o, 

h h 

et dislance de Torigine à ce plan. 

300<r Le plan tangent k Thélicoïde développable 

[airs I r2ir« , ri 
' ^ i- J -hr eos^-^ — a»)» J = a . 

fait un angle constant avec le plan s^, 

301. Équation du plan tangent à la surface 

-h A»/» -h c»»» = ( Jf* 4* 

et distance du centre à ce plan. 

302. Trouver sur une sphère le lieu des points tels, (jue 
la somme de leurs distances à deux points fixes, pris sur la 
sphère, soit une quantité constante. Tangente et plan nor- ^ 
mal en un point de lieu. (Ellipse sphëriqueJ ) 

303. Plan osculaleur de la courbe d'intersection de deux 
cylindres droits dont les axes se coupent rectanguiairement. 

Un grand cercle d'une sphère se meut d'un mouve- 
ment uniforme autour d'un de ses diamètres supposé fixe, 
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pendâiU(|u un point parcourt sa circonférence avec le même 
mouvement uniforme ) on demande : i" la ligne décrite par 
le points 2" le rayon de courbare de celle ligne; 3° son 
plan osculatenr, 

305. Plan oscalateur de Tellipse sphérique (n^ 20à). 

306. Rajons decoarlmre principaux de Fellipsoïde. 

307 . Rayons de courbure principaux du paraboloïdc 




306. Rayons de courbure principaux de la surface 

309. Rayons de courbure principaux de Thélicoïde 
gauche (u** 299). 

% XV. — Enveloppes des lignes et des surfaces. 

310. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes 
ont les mêmes dinections^ et pour lesquelles la somme ds 
ces axes est constante. 

311. Enveloppe d'une droite de longueur constante qui 
se meut en s'appuyant sur deux droites rectangulaires. 

312. Enveloppe des paraboles déterminées par l'équation 

a étant un paramètre variable. 

313. Enveloppe des cercles donnés par Téquation 

avec la condition = 4'"^< 
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314. Ou donne deux droites OaA, sur lesquelles 

les points A et B sont fixes et les points a et & mobiles, de 

telle sorte qu'on ait constammeiil Oa.Ob = aA.bhy trou- 
ver l'enveloppe des positions de la droite ab, 

315. Enveloppe de la droite qui joint, dans une ellipse 
donnée, les extrémités de deux diamètres conjugués, en 
supposant qu'on fasse varier le système de ces diamètres. 

316. Enveloppe des cordes de contact qu'on obtient en 
menant, des points d*une section conique^ des tangentes à 
une autre section conique située dans le même plan. 

317. Par chaque point d'une courbe donnée on mène 
une droite inclinée sur la normale d^un angle variable 

avec le point; on demande rélément dq Tare de la courbe 
enveloppe des droites ainsi obtenues. 

318. Si Ton regarde les tangentes d une courbe A comme 
des rayons lumineux qui se réfractent en tombant sur une 
courbe G, les rayons réfractés enveloppent une nouvelle 
courbe Ai. Cela posé, soient m un point de la court>e G 
auquel aboutit une tangente de la courbe A, a et ai Tangle 
d'incidence et Fangle de réfraction, p le rayon de courbure . 
en rn^ r et les rayons de courbure coi i cspondanls de> A 

A t^d^eMb Ai^ on demande la relation qui existe entre les quan- 

lités a, «I, p, r, / g et l'indice de réfraction n = 

(N*>317.) 

319. Un plan variable coupe un paraliélipipède de ma- 
nière à en détacber un tétraèdre dont le volume est -con- 
stant^ surface enveloppe de ce plan* 

3â0. Enveloppe d'une sphère donnée dont le centre se 

meut sur une circonférence aussi donnée. 
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321. Surface enveloppe d'un plan variable qui détache 
d'un cdue droit uu côae oblique à volume constant. 

322. On coupe uu ellipsoïde pai uu plan détermine; 
enveloppe des plans tangents menés à la surface par les 
points de Tinterscction. 

323. Surlace enveloppe du plan 

les paramètres yariables /, m, it, p étant liés par les équa- 
tions 

/» -f- I»' 4- «' = I , -, -f- t: ; = O. 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 



SOLUTIONS. 



J I. — IiiTHODDCTioii* — Sénés f produits de facteurs en 

nofnhre infini, 

1. i*^ Si Ton désigne par S» la somme des n premiers 
termes de la série (i), comme on a 

I t I 



il en résulte 

*=(-i)-u-i)— (7.:.-;) 

\n «-f-i / « H- I 

d'où 

limite S« = i . 

a** SemblaMement, S» se rapportant à la deuxième série, 

de 



on déduit 



+ (_; !-U (i — ■-] 

2 \/? -t- 1 II -\- ij 
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il'où 

Hm. S', = |. 

3° On trouve de la même manière pour la somme 
qui se rapporte à la troisième série, 



m 



S, = 1 -h--4---h.,.H 1 h..,H ) 

et par suite 

lim. s; = — ( I H- i H- -4-. . . -f- i- 1 . 
" /» \ 2 3 m) 

Les séries (i) et (a) ont été données par Leibnîtz dans 

une de ses lettres à Oldenbourg (1676), au début des re- 
cherches qui Tout couduit au Calcul diiTérentiel. 

2. Si Ton multiplie chaque terme par b et qu'on pose 

a = «3, 

on obtient la série 

(Il . > » 

dont les termes sont respectivement plus grands ({ue ceux 
de la série 

1 T I 

en désignant par A -un nombre entier quelconque supé- 
rieur à a. 

Or, la série (2) n'est autre que la série harmonique dans 
laquelle il manque un nombre fini de termes j la série 
proposée est donc divergente* 

Cette conclusion subsiste, que le rapport a soit positif 
ou négatif. 

3. On véiifie que la relation est vraie pour /t s= i et 
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/i ss 2^ puis, en la supposant démontrée pour une certaine 
yaleur /t, on fait voir qu'elle subsiste quand on y remplace n 

k. Soit fait 

^ —/(*); 

il en résulte 



I 



/(X) -/(X + ■} = ,t^^,)(,^.,)^^^3) i 
de même, 

i 

f(x -f- l) — /(jf = 7 ' ^T-; j 



Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant croître n 
indéfiniment, on obtient la relation proposée. 

5. La relation est connue pour (x= i, etse vérifie pour 
au moyen de la règle à suivre pour la niultiplicaiion 
de deux séries convergentes. Afin de la démontrer généra- 
lement, supposons-la vraie pour Texposant fi. En posant, 
pour abréger, 

a a - 1 

on a 

et pour fi=: I, 

(l -h Jrp ' = 1 — X -h a?» . , . -4- (~ i)f j:/» + . . . . 
Le produit des premiers membres de ces égalités est ' 

(i + x)~'''^~*~^\ et celui des seconds membres a pour terme 
général 

(— -i-fl, . .-+- 
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Or, 

I ~ '■ "1 ~ ' • . • 

I 1.3 I .1.6 

^ f*(f*H- — i) _ (fi -t- i)(fx -f-a)...(f*H-/») , 

I .a. . 1.2.../» ' 

par conséquent, 

(. + ,)-(/■+') = , - (p -h 

+(_ (ji.-tilLf' ±;'l_uL(i±£.) H.. . . . 

Ainsi la relation proposée subsiste quand on y remplace 

^ par ^ 4- I j elle est donc générale. 

6. Par hypotlièse» la somme de la série demeure la même 

quand on y remplace par des zéros les quantités ^t, . . . ^ 
cette somme est donc égale à 



a 



a — X 



Il en* résulte qu'on a 

a — X X a — or. X X a — .r 
1 = 1 T H r r 



X X ht a — 



X 



Or, 

a — X aî-4-A| a — x x -h h: 

T- = I — 7-> =r I — ■ y 

41 -h A| a -fr Ai « H- a -h ht 

et ainsi de suite* Si donc ou pose généralement 

X hp 

îl vient 

a — XX - _ 

I = 1 [l — a, -h a,(l — ai) -f- «ia,(i — ai) -h ...L 

ce qui est évident. 
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On voit par là que la série proposée ii*est autre chose 
qu'une transformation de l'identité 

1 = 1 — «1 -4- ai(l — Oa) 4-aiaa(l — 

où les fti, oEtY ocs,..., représentent des fractions quel- 
conques. 

7» Le rapport du ternie de rang a + a au terme précé- 

dent est égal à , , 

a 

I -h- 
« H- « « 



* -h « /' 
1 -f- - 
n 

et tend vers x quand n croit indéfiniment. La série est 
donc convergente ou divergente selon que x est inférieur 

ou supérieur à i . Daus le cas où x = i, le rapport précé- 
dent peut s'écrire 

I 

b — rt ' 
fl -h » 

et l'on sait qu'alors la série est convergente ou diveiigente 

selon que \im,n ^ c'est-à-dire b — a, est une quan- 

tité plus grande ou plus petite que t. Dam <■ iii» la série 
rentre dans la formule du n" 6 et a par oonséquent pour 
* — f 

somme • / 

b — a — I 

Si l'on a à la fois x b — a=i,la série est mani- 
festement divei|[ente. 

8. 1° Soit a ■> I . On a 



S-^. <:r — ^ 1- . . . H- — ^ I 
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et l'on sait que le second membre tend vers une limite. finie 
quand n croit indéfiniment. La série (1) est donc con- 
vergente. 

Si Ton suppose a<^ij comme le rapport tend vers 

Tunité k mesure que l*arc u tend vers o, on peut toujours 
faire eu sorte qu on ait, pour toutes les valeurs de /i à partir 
d*une valeur 

sin > A 



k étant un nombre déterminé plus petit que i. 
De là résulte 



>[ I I II 
1 -4-. ..H L 
■ 

# 

Le second membre de Finégalité augmentant sans limite 
ayec la série est divergente. 

On reconnaît qu'eUe l'est aussi pour a = i. 

2° Soit a > I . On a, pour toutes les valeurs de n autres 
que zéroy 

•(y ' 

par conséquent^ 

4 



su 

tang — ; — < 



ces 
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ce qui déoioutre la couvergeDce de la série. Si Ton suppose 
a <; I, on a 

r I I II 

s ""^jî*! 1 H-...H : 

la série est donc divergente, et elle Test encore ai a sa i. 

9. Observons d*abord qu'on a^ pour tontes les valeurt 

positives de x et pour les valeurs négatives de x pl us grandes 
qne — i, 

(A) Iog(i -+•«)<«. 

Cette inégalité résulte immédiatement de la relation 

— ( idrf W... 
1.2 \ 3; 

H 1 ii±: — ^ A H- 

1.2.. .2/1 \ ^tt'^ t J 

On tire d'ailleurs de (A) 

oUf en faisant » 

(B) log(»-^r)>7XT* 
Cela posé, la série (i) re\icnt à la suivaulc : 

i log ^1+ tang' ^) ; H ^« tang» ^- j -h . . . 



jr 

1 -I- tanc* — 



laquelle csi convergente en veiUi de (A) cl d un résultat 
du uumcio précédenl. 
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Quant à la série (2), elle est diveigcntô (n" 8), car l«a 



séries 



sont divergentes l'une et Tautre, ei, en veiin de (B), 
chaque terme de la série (2) est plus grand que le terme 
correspondant de la série (3). 

10. Soit 

Le produit d'un smus par un cosinus étant facilement trans- 
formé en une somme ou une différence de sinus, on conçoit 
que si Ton multiplie les deux membres de Téquation (1) par 
arosa, on puisse faire appaiaiue, dans le second membre 
de la nouvelle équation, la quantité incouuue^. Ou trouve, 
en effet, 

(a) 2jcosa z=i^^%m{^a ->t- p \ ol) -4- sin (g -t- i ot), 

où la première somme du second membre représente 

sin (tf H- il -h I a) — sin <?, 

et la deuxième 

j — sin (fl -h /la) -h sin (« — «). 
L'équation (a) nous couduit alors, après des subsiiiuiions 

4- 
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évidentes, à la relation 



. « -h I 
sio « 

y = sin 

. a 
no- 
a 



»(--^t) 



On trouve semblablemeot que la seconde somme est ^ale à 



. « -h I 
sin a 



^— cos I û H I 

. « \ a y 



a 

On obtiendrait par le même procédé la valeur des sommes 

2 sin (tf -h /»a), ^ j:''cos(a -f-/?a). 

(]V« 24.) 

11. Pour établir la convergence de la série {wo)> il suffit 
de montrer que la somme 

o o o • 

est aussi petite qu'on veut pour m suflQsamment grand, 
quelle que soit la valeur de Or, cette somme n^est qu'une 
partie de la suivante : 

U -t- il '+•»,. -i- U 

o I n 



(8) 



qui est moindre elle-même que la somme 

et cette dernière est aussi petite qu'on veut à cause de la 
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convergence de la série (A). On éiablii absolument de 
m(>me la conTergence des séries (ui)» (iit)vM ('^)* 
Cda posé, OD a les équations 

HO = «^*^ H- -h ... -h -h p(0, 



(C) 



• » Il r ' 



dans lesquelles p^^\ jo^'^,..., /s^"*""*' désignent des quantités 
aussi petites qu'on veut quand n est suffisamment grand. 

On peut donc supposer chacune d^elles moindre que 

c étant très-pciit et m très-grand. 
On a de même 



V, = tt, -h -f- . . . -h u^^ *' -+- <r„ 

V. («) . à (•» — «) . 

i ' 

chacune des quantités 9 étant supposée plus petite que ^ 

Il suit de là que les deux sommes 

»•) -f. H( -h . . . -h Ht— V. -h V, 4- . . . -h V„_, , 

ont une difTérence qui tend vers zéro quand metn croissent 
indéfiniment; la limite de la J)remière est donc aussi la 
limite de la seconde. c. q. f. d. 

Dans le cas où les termes sont quelconques, et sous la 
condition énoncée , on voit que la valeur absolue de 

la somme k„ + «„ -h . . . -f- m„ est toujours 
moindre que la valeur absolue de la somme (B), inférieure 
elle-même à celle de l'expression 



n 
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et l'on sait que celte dernière tend vers zéro, quel que 
soit à mesure que m croit indéfiniment. De là résulte 
encore la convergence de la série (i/o), et Ton arrive de la 
même manière à celle des séries («i), («t)>*«*9 (un). La 
démonstration s'acbève comme dans le premier cas. 

Le théorème subsiste éridemment lors même qu*on sup- 
pose quelques-unes des séries (C) ou (D) composées d'un 
nombre fnii de termes. Chaque série de cette espèce peut en 
elTet éire considérée comme une série convergeutcindéfini- 
ment prolongée, mais dans lamelle s'évanouissent tous les 
termes dont le rang surpasse un nombre donné. 

Ce théorème important, dùè M. Cauohy (Anal, algéb,^ 
p. 537), est utile dans la recherche du développement des 
fonctions en séries, (p^oir § \ I. ) 

12. L'expression 

dans laqudle ^ _^ est moindre que Tunité, peut se déve- 
lopper eu série convergente, ordonnée suivant les puis* 
sances croissantes de cette quantité, ce qui donne 

(1) J=z^{2XCOS0iy {l 

On a aussi (u^ 5) 

Or, les séries (•) et (a) sont convergentes, et la seconde ne 
cfsse pas de rèlre qnand on y donne le même signe a tous 
ses termes; il suit de là (n** 11) que, si l'on développe 
chaque terme de la série (1) <yi une série de la forme (2), 
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la série nouvelle à laquelle on arrive en ordonnant les ré- 
sultats obtenus suivant les puissances croissantes de x est 
aussi convergente et a pour somme Il faut donc cah nier, 
dans chacune des séries que renferme l'équation (i), les 
termes oxi la lettre x est affectée d'un même exposant. Or 
le terme général du développement qui répond à la valeur A 
étant 

(T) (»c«l.)i(-.)/('^'')x^+»^ 

ou voit que les puissances de x que ce développement con- 
tient sont de môme parité que X. On est donc conduit à 
cherche! séparément le multiplicateur de x*" et celui de 

Dans le premier cas, posons 

>-i-2^=2/l, X=:2fA, d'où p — n — 

Le terme général devient alors 

qu'on peut aussi écrire 
d'on résulte 

= (-,)- 2 (- C ^ cos*)^/*. 

Dans le second cas, ou pose dans le terme générai 
À-H2/7=:an + i9 X = afi-|-i,et Ton trouve 



(N"24..) 
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13. On a 



sinaii 

COSH = — » 

anna 

a sina 
oos — 



a . a 
atin - 

3 

. a 
sin - 
a a 
C0S7 = — — > 



. «r 
aain ^ 



•••• • 

a 2»-« 

cos-- = ; 

a« . « 
asio 

a# 



et par soite. 



\2"/ ail 



Donc 



_ sinaa \2"/ ainaa 

— — — — 

2"^' sm — siD — 
a" a" 



aa 



La considération de celte limite s'est présentée à Vièle 
(Œui^res, p. 400), à propos de la surface du cercle. Il a été 
conduit en effet à la relation 



Si A A a' 

f08 — ces — • • • COS — 

24 ^* 

OÙ ^ désigne la surface du polygone régulier de 2*.k c^tés, 

et A l'angle au centre de ce polygone. 
14. i'' On a évidemment 

(l — «flM-l) (> — "«-hO — ""-Ha) > I — «m+l — «-l-»-! — 'W3> 



■ 
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Or, la série (i) étant (onvcrgcnlc, ou peut preudre massez 
grand pour qu'on ait 



«étant aussi petit qu on voudra. 
De là résulte 

Aj,^ I — a. 

jl*^ On peut poser 

I H- «A = — ' — ; 

1— 

d OÙ 



•'*= 



par conséquent, 



1. =z{t — ( I — . . .(i — t»^^) 

>(i — «iM^) (i — ««w). .-.(i — 

par suite, 

B- < — 

f 

15. I® An décroît à mesure que n augmente; il suffit 

donc d'établir que cette quantité ne décroit pas indéfîni- 
ineot. Or, on a 

A,= (i— — «i).. (i— »«)X(i— iWi)(t^iWi)...(i — «») 

et, d'après le numéro précédent, 

A,>A«(i — «), 

a éunt une quantité aussi petite qu'on veut pour m suffi- 
samment grand. 

a** On voit de même que 

0,= B«(i + u^t) (i . . (i + «.), 

et comme, pour m suffisamment* grand, le multiplicateur 

de Bm est moindre que — - — 9 on a 

* 1 — a 

B.<-?=-. 
1 — a 
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c'est-à-dire que 13„, qui croît saus cesse avec /i, ne croit pas 
âaiis liuiite. 

16. On voit snr-le^hamp que B« croit indéfiniment 

avec riy car ou a 

B, > I -t- «, -m, -h . . . 

et, par hypothèse, la quantité 

croit indéfinioient avec n. 

Quant à la limite de A., si Fou pose 

T 



d'où 



= i-h «M, 



H = > «*f 

1 — Uk 



on peut écrire 



II résulte de là que ^ croit indéfiniment avec /i, c'est-à- 

dire que A„ tend vers zéro. 

17. On a les égalités suivantes : 

m mlm — i) [m — \)ifn — 2) 
I 1 i i = î — 

I I .2 1.2 

(jw~i)(«i-i-2) _ jw(ai — i)(/w— 2) _ (w I ) (/w -^a) {m *-3) 
i.a 1.2.3 1.2.3 



^ . I . 2 . . . (jy — I I 



I .2. . .p 

f /// — I ) (lîl ~2). ..(«—/») 
I .2. • ./> 



Digitized by Gopgle 



SOLUTIOHS. 59 

La valeur absolue du second membre de cette dernière éga- 
lité est celle du produit 

w (-')(-"){-?)•■•(-=)• 

et tend vers zéro lorsque /y croit indëfitiimeDty «jnd que soit 
le nombre positif m (n® 15). 

Quand m est négatif, les égalités précédentes subsistent 
em ore, et la somme des p -\- i premiers termes de la série 
est représentée par Tex pression (2), dans laquelle ou rem- 
place m par ane quantité négative. On sait d'ailleurs (n** 16) 
que dans ce cas le produit (a) croit indéfiniment avec 

18. 1^ Soit S la limite de la série, Sn^i la somme de ses 
n I premiers termes; on peut écrire 



{') 



/ 1 H- B| -h «t H- . . . -h 



par suite 



» 



s=(i + + (■+— r^^ \ 

x(, + V-' 

c*est-à-dire que le produit 
où 



I H- a, -h ... -t- «„_, ' 



convei^e, pour n croissant indéfiniment, vers la même 
limite que là série proposée. On voit d'ailleurs que la con- 
dition de convergence du 15 est ici satisiailc. 
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a** Si l'on compare le produit 

an second mcDibre de l'équation (x), on en conclut 
<'i = «if — : — » «»» = 



I -h a, I -h II, -h M» 



■ IH- », H- ... -h ' 



par suite, 

«I — fi, ««= (l -H f,)»'„ tta = (l -»- t',}(l H- »',} 

et généralement 

ll,=3=(l -¥-Pt) (l -h fa). . .(l -h •W-l)*»», 

vc. qui donne une série conver^cnlc coDiiue le produit d où 
on Ta lirëe. 

19. i« Posons ridentité 

(i +xb) (i -h «»«)... (i -l-«"«) = i H-A|S + A|S*H-...+. A|,z". 

Si Ton y remplace S» par xz^ Tidentité subsiste encore, et il 
en résulte 

Égalant les coefficients dejs'' dans les deuv membres, il 
vient 

d'où ' ^ 

et, par suite, 

X — X»+' X» — x"-^' x^ — x"+' 
A« = ■ • r- • • • „ * 

^ 1 — X I — ^. x' I — xP , 

3** Si Ton fait croître it indéfiniment, Ap a pour limite 
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lexpression 



9 



laquelle diffère de d'aussi peu qu'on veut, quel que soit 
le nombre déterminé p, pour n tufiisainoaieiit grand. On 
peut donc poser Tégalîté 



OL=-p K=p 



(0 2v"=X*«*''-^»' 



e étant un nombre positif très-voisin de zéro. Observons, 
en outre, que le premier membre de cette équation tend 
vers une valeur déterminée quand p croit indéfiniment, 

puisque le rapport Vend vers zéro dans le même cas. 

On a aussi, pour p suffisamment grand et quel que soit n, 
supposé toujours plus grand que y?, 

(a) ^A^z- = \ïmV,^S, 

«sso 

9 étant aussi petit qu^on voudra. On conclut des relations 

«aoo 

lim P« = 2 

20. La formule de Moivre conduit à la relalion connue 



nnms 



= m cos"*"'* sino? — ^'^^ cos""'* sin»* -h .... 

En y supposant m impair, elle prend la forme 

(i) sin mje = m sin x ( i-h «, sin'x -f- , . , + sin"*-' x) 
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OU celle-ci, 

(2) sîn««=mco8f"jrtongx(n-Ô4iang»jr-l-...-l-*«-|lang--' jr). 
Or, si Ton pose 

iiux=jr et sinwx =^ f (/), 

TéquatioD 

^ (^) = O = / (1 4- . .H- tf— • J^') 

admet iit racines, qui sont les sinus des arcs suivanu : 

o ±-, db — > d:- : 

'ai m 2 m 

par suite, la relation (1) peuts^écrire 

sin'x \ / sm'x 
sin mx " H sin X / 1 \ ./ 1 



sin 

X / I — 



Pour déterminer H, il suffît de remarquer que si Ton fait 

x — o, on a 

sin mx sin mx jp 

H = lim = lim « -: — n =1», 

sinjr ntj; suix 

d*où résulte la relation (A). 

On arriverait de la même manière à 1 cH|uation (B). 

21. Les inégalités (C) peuvent s*écrire 

sin (rt -f- /* ) — sin /î A lang (a A) — lang « ^ A 

; — f Z>""» 

siiitf tangii a 

OU bien 



- CQS [a -i — 
a lang h [i 4- lang a tanga -f- /< lang a ; 
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el sous celle dernière forme elles soni évideDles, car on a 
sin^<[^» acoBa<^sma, tangA>>//, i7(i + taiig'a}]>tanga. 

Elles s'établissent aussi très-simplement par la Géométrie. 
Cela posé) de Tidenlité 

sîn mx ^mmx 1 1 — 



sîn'x \ / sin'af \ 

sin'— / \ sm'2— / 
m/ \ m/ 



X/ I \» 

I . ,1» — I ir I 
V SID' / 



on tire 



(i) sinz = /n siû - ( i — «,) (i — a,). . . /i — A , 

# 

en faisaol 

sin*— 
m 

fin' il — 
m 

Supposons l'arc z compris entre les valeurs nu et («-(-i)?:, 
n étant plus petit que m\ ou peut prcndi^e m assez grand 

pour que — soi t moindre que Par suite, et en appli- 
quant le premier lemme, on a 
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d'où 
et enfin 

(-i)-«px<(-i)'. 



Le second lemme conduirait de la même manière à la 
deuxième inégal! lé.. 

. 22. Le numéro précédent fournil deux inégalités 
(-i)-sinz<P, (-0''*«^>i^Cc^V 

où Ton a 

m représenlant un nombre impair quelconque aussi grand 
qu'on voudra. Or, si l'on fait croitre m indéfiniment, P a 

une limite (n^ 15). D*aîlleurs, la quantité variable ccfi** ^» 

toujoura moindre que Tunité, 5*en approche indéfiniment, 



car on a 

z 

ces'*' — 

Ht 



- ( I — sin- — ) > I — m sin» — i 
\ iH J m 
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on 

z 

sin' — 

z ru 

et le second membre de cette inégalité est aussi TOtsin qu'on 
veut de l'unité, pour m suffisamment grand. H stut de U 

que ( — i)" sinz est compris entre deux quantités variables 
avec m et ayant la même limite j on en conclut donc 

(— i}" sina=: lim P, 

OU 

Pour tirer de là cos ifsnffit d*obseryer qu'on a 

— (-^f)(-fé)(-fe)- 

d'où) en divisant ces deux égalités membre à membre, 

23. Si l'on déduit des relations proposées Texpression 

de 

cos (x-i-nh) -\-t sin (.r 4- /lA ) = ( cos x -4- < sin .r ) ( cos h-hi sin h )' 

5 
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h 

on trouve, en posant, pour abréger, ii sin - = a, 

+ (â) + 25) + siD + 2^^J 

+ (^)a.[cos(. + 35)+«»(,-.3j)]-*-... 

11 désignant le binôme ces - + 1 »in 

22. 

n suit de là ^u'on doit avoir l'égalité ^ 
(cos A H- ^ sin A)" (i H- 

OU bien 

h 4- 1 sinA = 1 + 2/ain - (cos- -1- 1 sin-V 

a \ 2 2/ 

relalion qui est évidente. 
24*. Posons 

on tire de là 

pz=.n ' 

» =2*^ H- * sin « J (cos/»a -h t' sin pvt) 

p — n 

= (cos« + /8ina) 2 [j?(cos«-l-isîna)]P. 
La dernière somme est celle des termes d'une progression 
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géométrique, el elle est égale à 

(cosa -h / sina)"^' — l 
«006a -^1 — I * 

expression qui peut aussi s'écrire 

[x""»"' (cos n-h I a -h / sin «H- 1 a ) — I ] {.r cos a — i — sic a) 
— — — p— — — — — — — — — — — ^— — 

I — 2 X cos a 4- 

Le produit de cette quantité par co&a -h i naa prend la 
forme A + Bi, où l'on a 

^ a?**'*co8(g H- wa) — x""^' cos(a -4- /? -hi a) — JC0s(g H- oc) -h CO» ^ 

I— axGosa + «' . • ' — » 

g j:"^'sin (a -4- /?a) — x^* sin (a H- w -h i a) -f-<a:sin(fl + a)-t-sinfl ^ 

*"* I — 2X cosa -h 

Si l'on fait croître n indéfiniment, w et »^ n'ont de limite 
finie l|ue lorsqu'on suppose x <^ i • On a, dans ce cas, 

„ cosa — xcos(fl-f-a) sin fl -4- x sin (a -4- a) 

lmitt= ^ Iunp = r-« 

I — 2xcosa + x' I — axcosa + x' 



RnciiQvB» Le dernier résultat oondnît àcelni^ci : 

X sin a . . 

2 = X sui a 4- . . . H- x" sin 2/1 a 

I — a«00Sa4-JS* 

_j_ siii^2« H- l}a -h. . . . 

T!n le i approchant des formules trouvées dans le n" 12, 
on en déduit 

* 

sin 2/}o( — sinaAan-o 
8in(2ff +i)<x sin a A,*; 



Digitized by Google 



68 CALCUL DIFFÉABATIEL. 

et par soile, 



S II. — > Differenttation des fonctions expUcùes 
d'une seule variable* 

26. -f - = 



,4 



<6r («— i) 
on — - J ■ 

90. Eo prenant les logaritlimes des denx membres et 
différentiant ensuite, on trouve 

^ = ^f— ^ — n - î-'^ »)• 

Il est souvent commode d'opérer comme dans cet exemple, 
lorsque la fonction est ynn produit de facteurs élevés à des 

puissances. 
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I 



32. ^= {a bx x^) \ 

38. '^ = -- • 



34. 



35. Soit 

= logi» = log (log,*) , 

d^oà 

et généralement 



dx JB logx loga«* • • lo^t JC 



36. 
37. 



î 



38. ^= î_^-... 

39. 



40. 
41. 
42. 

43. 



^ _J 

dx cosx 

cos*x 

dx siii*« 

dy ^^)\ 
dx 2 « 6 oos* 



JO CALCUL DIFFÉBEKTIEL. 

, , dr . / , sin x\ 

44. ^ = X»"" ( cosx log X H — — \ . 

X \« — a) 

46. Les trois parties dont l'expression se compose ont 
respectivement poar dérivées 

ar (l 4- 4sin'a:) 4^(ï ^ sin'x) 8ar 
Scos'or * i5oos*« ' iScos^jr* 

dont la somme se réduit à * 



^* dx 



a 

dy acosxe 



48. 



asin 



djc a -i- b œsx -h CCOS2X 



49. La fonction tend vers une limite finie, car en dé- 
signant par A, , <7,, . . . , a„ les exposants de x dans Xt, 
...9 ou trouve 

a, / I 1 \ 
«• = «iH = a, ( I H h -— ] j 

/Il I \ * 

= a, ( I H h -r^ 4- ... -h ) • 

La limite de a» étant » il en résulte que or. tend vers 



xPt — ^^ dont la dérivée s'obtient immédiatement. 

50. 11 suffit de diiFéreutier par rapport à x. On obiicii- 
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drait de la mèmtf manière la relation ( i ), en partant de la 
relation (2). 

51. Qu'on fasse x=o dans les relations du numéro 
précédent, puis ^'on y remplace h par xi en diffiSrentiant 
les résultats obtenus, on arrive aux formules à démontrer. 

52. U suffit de diderentier deux fois de suite la relation 
qu'on trouve en prenant les logarithmes des deux membres 
de l'équation donnée. 

§ III. — Diffêrentiation des fonctions explicites 
de plusieurs variables. 

53: <&i = 3(34f— 2^)»{3<&— a<(r). 

• 54. \(ydx — x4y)' 

i{xdy — ydx) 



55. du = 



56. du = 

57. = 



7,dx df 



dx dy 
I -hJC» 1 H- 



58. rfi.=ik±^ii±.). 

r»sm — 

. {« — 

.61. €lu=(dSs — rfr — »in(« H-j^ — s). 
62. = y'zJ* ^logj^logsd!;^; H- ^ log£ dy H- • 
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du , du . du , ^jV/'^'-^ 

63. ^ = 24/». ^ = "4». Â = 4*/, « = 

64. De l'équation 

r(x,y,z,T) =/(*,r>»»'K 

on déduit par la difForentiation 

/ rfF ^//</x ^^/<r * df dz 



• • • 



r/X. r/xrfX t/j^/X dt dlL 

dF _ j/ ^/r d/ dl 

Od a d*aillenn 

dx ^ dx #r 

^' ^' ^ ^' rfï 

puisque est égal au coefficient de X dans or, ~ au coef- 

iicient de Y» etc. Si donc ôn ajoute les équations ( i ) après 
les avoir multipliées respectivement par Xs, Tt»*.M 1*19 
il vient 

^ d¥ </F _ </F df df df 

Cette proposition est uUle dans la théorie des coordonnées 
homogènes. 

65. La fonction étant homogèue de Tordre chacune 
de ses dérivées partîelletest homogène du degré » i ^ il 
en résulte qu*on a 

du . 

(lu 

i^-'^d^-^^ 
du 

in — i) — = X 











d^u 




d^u 


d*tt 


dx* 


dxdy 


dxUz 






d^u 


d-u 


dxdy 




Tj^ 


-4-z-, 

uyaz 


d^u 




d'u 


d^u 


dxdz 




djdi 
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Ajoutant ces équations membre à membre, après avoir mul- 
tiplié la première par la seconde par ^, 'la troisième 
» par SfOU obtient la relation proposée. 

68. («» — jC)^ = (a» — a»)^ (•« - />)^ (a' - t')^ 

ilJC 

1 I 

— ( fl' — — * 

— ^« (û' — x'J*. 

En représentant par f le second membre^ on a 
par saite, 

^ ^ d^m du 

m 

et enfin 

Observons qu'en posant 

x = a sina> ^ =: a sin zz=za cos^» 
Féquation ( 1 ) devient 

« = fl* «n (« ■+- p -H 7), 

d*où 



/dH\ /du\ /du\ / d^U \ 



ce qui n'est autre chose que la relation 
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69. Si Ton différentie successivement par rapport à x et 
par rapport à j les équations du système (2), en y consi- 
dérant u et t comme des fonciions de ces variables &jl vertu 
des équations (1)9 on trouve 

Des relatious (3) on tire, eu posant 

^c^-*;. *i;=f;. v;— 

d'où résulte immédiatement le théorème. 



(3). 

t 



S IV. — Différentiation des fonctions implicites, 

^ _ (g H- y) {ax-{-bY-\- xj ) — x 

71. 



72. 
73. 
74. 

75. 



àa: jr — .t) [ax -i- bjr -h xj) 

■ T™* — ^« 

dx X 

^ _ — log j _ 1 — logx 
dx X* — jnjf log J- X* I — \o^j 

dx 2 — j- 

djr^ sinj 

dx 2 siD2j^ — sin — xcoêy 



smy tmijr -h cosy — 1 
76. ^ ==r ^Jsin^ H-.r» 
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77. ~ = (i — colJMr). 

i 

^ xUdqxx [sec xjry -h ^É'^yxT-^ 



xtançxjr (técxx)^ H- ^e^x^ logor 



a^^^v ^^^^ I 



79. 

Cet exemple rentre dans l'équation générale 

/g) 

qui conduit au même résultat. 

80. ^ = 3r ^)\. 



3\2 



flÇr r -f- 2x 4- a^:* 4- 2.r -f- 2j^) 

rf»"" (i-h«*) (aj — arc tang*)"" (!-+-«») {j^-hx») 

dy /j.fi a 

3{i — rfe I — 6ar' 



83. 
84. 



rfr 4jr(,-.3)' <te""a(»— 3) 

«F^ « — X d* X — y 

dx y — dx X — »* 



86. ±=i(yl'-^+t^!;iszi^X 

dx ^ u \x X y X xz-h i J 
86. On déduit de Téquatlon (i) 
(3) D^*=/(»)D,«. 

Le premier membre de réquatiou (2) est égal à 

^'(z)DjzDgZ + r(s)D«(D^s), 



y6 CiLCVL DlFréftBMTlBL. 

ce qui revient à 

(D..)« + f (»)/'(.) (D.s)« + y(.)/(.)Dii, 

résultat qu'on obtient paiement en développant le second 
membre. 

On peut dire encore : quelle que soît la fonction s des 
deux variables x et y, on a identiquement 

l>r[f(»)I>-«l = I>.[tWI>/»l- 

Or, pour la forme particulière de z que l'on considère^ Té* 
qualion (3) subsiste; Téquation (a) subsiste donc aussi. 

87. Considérant le cas général , on a (n^ 86) 

D,F (») = r (») Dyz = F' {z)/{t) D,z ; 

donc 

I);r(2) = p,[F'(2)/(z)D.z]=: D,[F'(z) (/z)»D.z]. 
On aurait de même 

D;FW = Di[F'(s)CA)«D,s], 

et en6n 

D;F{z) = Dr'[F'W (/x)-D,4 

Cette formule est due h M* Dnbamel : il en a fait usage 

pour établir très-simplemeiil la série de Lagrange. 

§ V. — Déiivées d'ordre quelconque, 

. — a siniix = a CCS I flx -h - j > 

— - = — «'sin ( tf« + - m a»cos ( tf« 2 - I i 
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ei généralement 



d*Y i n\ 



On irouverait de même 



^ - lH-C0S2:c 

90, co»*« = : 

doù 

if"/ I lif*.èot2« ■ . 

— i. =r — — = 2"-' COS 1 2X -i- 

On déduit de là 



— j-j = — 2*~' COS l 2X -h ~ 1 = 2""' Sm 12* H j — 1t j • 

91. On sait comment* au moyen de Ja formule de 
Moiyre, on exprime les puissances entières de sinx et de 
COS X en fonction des multiples de Tare x. Les résultats aux» 

quels on parvient peuvent s'écrire 

h = 'Xp 

(i) aV8inV«={-i)^ cos(V— aA)4?, 

il=:0 

(a) a^«sinv^'a:= (— ^ (~ *)* i^^t ' ) 1— a*)*» 



(3) afCOSf y A COS (/? — 2A)X. 

La dernière formule donne, en ayant égard au n®89, 
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Si la fonclioii proposée éiaii sin''.r, les relalions (i) ei 
(2) conduiraient à deux furmules analogues, l'une répon- 
dant au cas de Texposant pair, Faulre au cas de Texposant 
impair. 

93. ' ^ 1 

et, par suite, 

rf»/ _ . (i — *)-* _ . it(/i~i)...3.».i 

9^. ^ =^<»'^[oot(«sin9) cose 8in(jrGOS»)sîa«] 

et en continuant, 

^ _ ^ C0.0 cos(xsinô + «9). 

95. On a identiquement 

0»[cos(^jr -f- c) + 1 8iD(^x H- = ««+*(*^), 
Appelons u le premier membre de cette ^Hié, il vient 

~ = (a -h bi)*t^(^>. 

Posons : 

a b . 

= cos«, • f = sina; 
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la dernière égalité peut s'écrire 

n 

^ = (a* -f. *>)^[oo8(«« -h/«ii««)] 

X [cos {bx-\-c)-i-i sin ( bx -h • 

Si l'on remplace maintenant u pamvaleiùr et qa'oa iden- 
tifie les parties réelles dans les deux membres, ainsi que les 
parties imaginaires, on trouvera 

'*'t'"'^f"-^"] ^ (a« + i-)^«..cos(ix + c + ,.), 

n 

96. Si l*on désigne par uetv deux fonctions de on a, 
d'après un théorème connu de Leibniiz, 

rf"«p d^tt du d"-^u nln — \) d'^v d'^-'^ u. 

» |f - ^ ' ' _____ -|. etc. 

rfr" rf*» dxdxf^^ 1.2 
Appliquant ici cette formule, on trouve 

d*Y ia -h bxf r/—' (« -h bxY 



et en vertu du u'^ 88, 

X |^»fl (2 



dx* 



3 



97. En appliquant le théorème rappelé dans le numéro 
précédent, on a 

d^r „ ^ _ ^ _ ^ 

«te" L ' P — n-^i \ — X 

1.2 (y» — « 1) (/I — « -h 2) (i — * " J' 
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en posant 

A=/>(/» — 0,..(/» — w-hi) (i — . 

Si iz = l'expression devient 

1 .2.3. ..(/»- 0/» I (1 - a;)/' - (l - ar)/-«x 

08. Au moyen du théorème du n® 96, on a 

— i =: A logX H ; 

i.a « -4- I « -«-a) '"J 

en posant 

A — i) — 2). ..(/> — /I -h ijjc''"-". 

Si n^Pf l'expression devient 



d*ott (n« 96) 

Al I X 

n{n — i) 7(7-^-0 



1.2 (i» — » l) (/> — il + 2) 

en posant 



• * • ^ < 



A =p{p — !)..,(/> — il -h l) 
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100. 'r = («"«»*^).*»'. 

En posant 

b 

- = UDga, 

et ^ânt éffod aux n** 95 et 06, on trouve 

■ » cosl'i'x H- (/î -f- Oal 
X I CO»(Aar H- Ji«) -hV*'-' 



] 



En opérant sur l'expression x^e^'^^n on obtiendrai l à 
la fois le résultat précédent et celui qui convient au cas où 
sin bx remplacerait ces bx dans la formule considérée. 



101 



%a \a — bx «-h 6*/' 



par suite. 

Si /i est pair, on peut écrire 
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^et si n est impair, on a la formule 



n — I 



En opérant comiue au numéro précédent, on trouve, 
pour n pair, 

n 

et pour n impair, 



n— I 



103. On obtiendra les formules demandées en rempla- 
çant h par ib dans celles du 101 ^ mais on arrÎTe à des 

résultais plus simples en posant 



d'où 



d*Y . 1.2..- 
3^ = /■ — 



Si Ton fait a = r cosf , i^x = r sin^ , le second membre 
devient 

I . 1 .2.3. • .nb'* , I . \ , . • / . > 
#• [co8(« -h 1)9 H- isin{jt + i)f 

a^U» ,)'./sin(/i-hi)^]. 
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Il eu résulte, pour n pair, 

n 

d*r , 1.1,,, nb^ V, . 6x1 

^=(-,) ^cos|^(«-f-i)arcUng-^Ji 

et pour » impair, 

n-4- I 

— = (-!) » _ ».„|^(„+,)arcung-^j. 

Od peut aussi obtenir une formule unique pour les deux 
cas; en posant en effet 

' ^ ' ' L_\ 

et opérant à peu près cooune tout à l'heure, ou trouve, 
quel que soit n, 

Sr = (-«)* |^(,i4-.)arctaDg^J. 

a (a» -f- b^x") * 

( LiOUVILLE. ) 

lO^-. En remplaçant h par ih on rentre dans la question 
traitée n® 102; on obtient d*ailleurs des formules plus sim- 
ples en opérant comme au n® 103. 

La qnesUon est ramenée a celle du n^ 101. 
106. ^ = (1 — «'j"'=(n-«p(i — *)"^ 

Appliquant ici le théorème du n" 96, et observant qu ou 
a (n» 88) 

— S — ==(—)!' 

6. 



0 
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il vient 

^n+tyr ^ ,^3,,,(2/? — l) 
^jyn-t-l >n-i-l 



X 



L A = i 



1 .3. . .(^f^-'i) /"izi^yj 



107. 



par suite (n<» 103) 

(-.1)1-11.2.. .(»-2)(il-l)- ^î— 

oà Ton a 

arc tangx = - — f . 

rf^ sina _ sina 

en posant 

cosa -H i sina = p, cosa — / sina = 7. 

On tire de Ik 



2<\i— 1 — 



et par suite 

, r <f-' ( 1 - ^x)-' rf"-' (1 - y-r )-' 1 

^"2/1/ ^ ^«^' J 

OU bien (n» 88) 

d''r_ i.2...(/î — — y-y)"— qHi—p^Y , 

. "~ 2/ (i — 2x cosa 4- 4*)" 
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Si l'on fait 
l'expressioD 
se réduit à 

2isinjr(« H- 6).p", 

et par conséquent, 

5^ = 1.2..* (n-i) — i_. 

(l — 2XCOSa -h 

4 

109. PuBMiBEGASy m pair. La méthode de décomposition 
des fractions rationnelles nons donne ici ; 



4^ — <I* MA 



= ^ f _L_' î_\ 



cos hisin 



« — «cos /«sm 

/M m 



s cos— — tsin 



m m 



mû!^* 4ÊKét a Air . 2/<7r 

« — tf cos — -f- m sin 

m m 



Posons 



2//7r 

X — (i cos 



cos (ça) = 



rn 



sin (y*) = 



. 2Air 

û sm 

m 



I «» — 2axcos h rt» J 

\ « / 
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il YÎent 



=:(-l)- '-^ '"^ r L_ ! 1 

9 cos I h (n -h I 

-i)";; 2é 

— 2a«cos ha ) 

\ / 

Deuxièicb cas, m impair. On obtient encore, aa moyen 
de la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
plus «impies, 



af* — fl'" ma'^* « r— « 



' • ? /^7i: . . 2 Air 

" COS h i s\n 

m m 



ma''*~~* Âîét 2 Air aAir 

jf — a cos— — w sin 

m m 

' 2 /ht . . aAi» 

mm 



/na"*"' 2Aw , . 2/i7r 

« — a cos h /asin 

m m 



En faisant une bypothèse semblable à celle du premier 
cas, il vient 



cos I 0?»l 

, . I.2...« V? L J 

- ma^* , , , 

2 / . 2Ar ^ "* 



(2Air A 
«• — 2 ax cos— -h a* | 
« / 



110. En opérant à peu près de la même manière que 

tlaiis le numéro précédent, et adoptant les mêujes nola- 
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lions, on trouve pour m pair 



.2» . ,n ' [_ /» ___J 

14;'— 2im;cos h» I 



et pour m impair, 



— ce» '-^ ■ l-(«H-l)fil| 

I «• — aa«co5 hû' ) 

111. c(*^-*>'=^-f-A-f H -74-»---< 



Or on a . 



1.2 

tf'*'^ iH-cA'-f-— A* -h 

1.2 

Multiplions ces deux dernières égalités membre à membre 
ei prejppns le coefficient de A"; il est égal à 

[c« ( 2 X ]" -f- « ( /i — I ) c"-' ( 2 a; )"-" 

. n in — — 2){n — 3) , » T 



1 . 2 
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s'obliendi a donc en mulliplianl celte quauliié par 

i.a.3. . ,n^, 

La méthode que nous venons d*employer peut s'appli- 
quer dans plusieurs autres cas. 

112. cos (x») + 1 sin («») = 
par conséquent, en vertu du numéro précédent, 

d\cos (x^ ^ <f" . sin (x*) 



= c'*'|^l''(2x)'«-+-l«-'./l(/l — l) (2X)"-» 



+ "{n—i ){n— 2) {/I — 3) 



Remplaçons les puissances de i par des exponentielles, 

au moyen de la relation {> =s e ' ; le second membre de 
Téquation précédente pourra s'écrire 

(a«)"c V * / -4-jf{« — i)(ax)^»4î \ ^ /-H.... 

On déduit de là 



= (2X)''C0$ ^x'-h /I 

■»4-ii(/i — i) (ax)»~»C08 ^x'H- " ^ ' 
^ />(/»-i)(/»-2) (n-3) ^^^^ 



1.2 

Xcos(«»-l- 



11 sulTii de remplacer les cosinus par des sinus pour ob- 



. //"sinf.r') 

l,„,r 
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il3. Après avoir différentié un petit nombre de fois, on 
s aperçoit aisément que la dérivée /i'^"*' de est de la forme 

(<?*■+• 1)"-^-' ' 

on peul donc poser 

D'un autre côté, x 11e recevant que des valeurs positives, 
on a la série convergente 

r = <r^— . . . ; 

d*où« en la diâTérentiant n foia, ce qui donne encore nn 
résultat convergent, 

S = (- a-*-««-l- . . . ). 

On a aussi 

(3) (g' + 1 )*^' = eCH-i)»,!. ^L±i <^ ' ) ^ . , . . 

^ ' ^ ' I 1.2 

Multipliant les équations (2) et (3) membre à membre et 
observant qu'en vertu de la relation (1) le produit ne doit 
renfermer qu'un nombre iioi de termes à exposants positif, 
d'où résulte que les termes affectés d'exposants négatifs se 
détruisent mutuellement, il vient 

^. [3.- ÎL±i + il±i)f ..] + . . . |. 

(Laplace.) 
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114. La relation esi évidente quand n = i . Afin de réta- 
blir généralement, prouvons que si elle existe pour le 

nombre «, elle existe aussi pour le nombre n-\-i. Or 
on a, en diiléreuLiant les deux membres de réquation (i), 



pI>^'« + Di'D-« = D"+'.i«' — D"(»Df) 

4- D—' {mW9) . i)»D(«D"i»). 

Si d'ailleurs on remplace dans (i) v par Df^, on trouve 

IDpD*a = D"(itDp) — [] !>""' [uD^v) 

Retranchant membre k membre la relation (3) de la 
relation (u), il vient 

C. Q. F. T. 

115. Observant quW a 
cl appliquant la formule de Leibnitz (n° 96), on trouve 

D.t.-,(-)]=^[-.,(-)^(:)--D.,(.)..... 

résultat qu^on peut présenter sous la forme symbolique 



Digitized by Google 



50LVT101IS. 91 

116. i<» On a ' 

et par suite, 

(1) . {J},-n)(a^l>lx) = af^^liT'y. 

Si/ISS I, il vient 

Or 

d'où 
donc 

(a) *'Di/=(D,— i)D,r. 

Pour n = a, Téquation (1) donne 

(D,-2);i7«Dij = *»D*/, 
et^ d'après ce qui précède^ 

«*Dij=:(D,-a)(D,-i)D,j, 
et ainsi de suite» 

117. Celte relation se vérifie immédiatement par le cal- 
cul pour les premières valeurs de n. Aûn de l'établir géné- 
ralement, supposons-la démontrée pour une valeur n quel- 
conque et cherchons à reconnaître qu*elle subsiste pour la 
râleur n + i. En diiïérentîant les deux membres, on ob- 
tient dans le second, pour le coefficient de (x*), 
rex pression 

nin — 1 ) . . . { « — 2 / -4- 3) , , . , . ,4, . 

+ , . -i— . (-^i,— ) i (— a* + a) (ax)--. 
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ce qui revient k 

it(n — i)...(«>~aX -H a) 



. ( « — aifr -hi -f aX) 

(/t -h l)>î {« — l) . . .(« — 2* -h 2) 

f I , , lll.t ■■■■ Il II. I— - 111 I «MM». — — • 

1.3. ..il 

La loi de composition des termes du second membre de 
la relation proposée subsiste donc encore quand on y 
change 11 en n + i . La formule est donc générale. 

118. En vertu du numéro précédent, le terme général du 
développenumt de est ^al à 

i.a...i( * ' * ' 

On a ici 



I 

n — ' — 



/(X»)=:(I-X') % 

et par suite, 

/(•-*-•)(«»)=(— !)«•-*-» . ... -» , 

Pour faire apparaître le produit 

1 .3.5. . .(2/1 — 1} = P, 

qui Ogure dans le second membre de la relation proposée, 
observons qu'on a 

(ail — i) (aji — 3) (2iH-3) 



a a 
~" i.3.5...(aA-hi) 

I . 2 . 3 . . 2 X ( 2 X H- 0 
~ (X 4- 1) (X -f. 2) (X -+- 3). . .(aX 4-0 
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On aura donc, pour le terme général du développemeot 
qu'il 8*agit de former, 



(ifr H-l) {Â •4-2).,.(2Ar-hi) 

-H I 



ou bien 

( — S ( ^* I cos"-»*-' asin^^+i a. 

Ce résultat, rapproché de la formule connue (n*^ 20), 

m 

ainjtaszAcos^'aaina— cos^-'ashi*»-*-, . . 

démontre immédiatement la relation proposée. 

Celte importante relation, attribuée ordinairement à Ja- 
cobi qui Ta donnée en i8a6 dans \e Journal de Crelle, 
appartient en réalité à Olinde Rodrigues ( Thèse sur Vat^ 
traction des sphéroïdes^ i8i5). M. Hermite en a pré- 
senté récemment une généralisation très -remarquable 
(Comptes rendus de I ^jicadémie des Sciences, mars 1 865) . 



119. On a 



et par suite, 



rfr aarcsinx 
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En diiTërentiant cette équation (n — i) fois, ii vient. 

(-*•) -(»»—)' ^ -(»—)' ^ = o. 
On déduit de U, pour » s o, 

c'ert^re o, quand n est pair, et 

quand n est impair. 

120. On a 
dy sin ( u arc sin x) 

= , sin arc sln x) - , oos (parciio x) j 



et par suite, 



En dilTérentiant n fois cette équation, il vient 

d*~*r d'^r 'd'Y 

On déUuit de là, pour jc = o, 

(ëï).-!'-''i(ë).=- 

Ce résultat montre que toutes les dérivées de jr sont nulles 
quand n est impair, et qu'on a» pour les valeofs paires 
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de 

n 

(^/n+iyX --f-ï 
^■((«•-^■){c'-4')--(f'-''')- 

On trouve de la même manière 

quand n est pair, et 

ii-f-i 

quand n est impair. 

$ VI. — Développement des fonctions en séries. 

121. 1° Il suffit de poser h = — :rdan8 la formule (i) 
pour avoir la formule (a) où d| représente un nombre com- 
pris entre o et i . 

a<> Soit fait 

/(a:)=:F(A-*). 

d'où 

/<»)(») = (-iy»P»(A — 4f). 

L'équation (a) peut alors s^écrire 
F(A — *) = F(A) — j:F'(A — x)— ... 

fl_ FC) (A-^«) ^ : r«+' Ui—Q.x) , 

^ 1.2... (a— i) ^ " 

ou bien, en posant h — x = 

F(z -f- x) = F (z) -cF' (z) -h . . . 

résultat qui ne diilère pas de la relalîou (1). 
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122. On pose, dans la série de Taylor, 

= ; 

I -f- 4f 

1S3. Différentiant les deux équations proposées^ ou 
troaye 

= a, a<i,Jt H- • . . -h -+- . . . . 

En égalant les multiplie a leurs de x"'^ dans les deux 
membres de cette égalité, il vient 

12^. Comme on a 

4 OOSF =r ces 3« + 3 ces y 

il eu résulte 

co$»aP = l= h...-t-(— 0" — 7 — -«"-^ 

a 4 

125. En posant 

e*«"*cos(A8m«) =/(*), 

on reconnaît (n" 9V) que la série de Maclaurin est appli- 
cable à cette ionctiou, le reste de la série tendant vers zéro 
quel que soit A, à mesure que le nombre des termes aug- 
mente indéfiniment. On a donc 

h h* 

«Aco»* oos(Â sin;r) = i -H -GOSjc-l gos2x . . 

A" 

cosffd; + . . . . 



1 . 2. . ./I 



Si l'on différentie cette équation par rapport à on déduit 
du résultat* 

«*'"'»**sin(Âsin«)8inar=A(cos'j: — cosax)H-. . . 

A" r 1 

H cos/îxcosx — cos«-h i^r l-f-.... 
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t*^* sin ( A sin j: ) = /* sin x H sin 2.x h s sin 3x -h . . . 

sio /wr -f- . . . . ' 



I .a. . .A 

126; On vérifie aisément (n^ 115) que le reste de la série 

de Taylor, dans le cas de arc tang (x -f- tend vers o à 
mesure que n augmente indéfiniment, pour toutes les va- 
leurs de X dont la valeur absolue est inférieure à Tuoité. 
On a donc le développement ». 

arctai:^(x + A) =:arctaDg«H^ Asin'f 

— ^ sio*^ sînaf — — sin"f sinit^ — . . . 



ou 



- — f = arc tangjr. 

£n faisant k=z ^x^on trouve la série, 
m. On a 

j 

jr=: log(i -i-x^y log 



Pour a:<^ I, log (i -hx')^ se développe d'après la série 

de Maclaurin, et log I i H — r j en série ordonnée 

L (î-h*»)'J 
suivant les puissances entières positives et croissantes de la 

quantité r * développements demeurent conver- 

gents quand on prend tous les ternies avec le même signe^ 
et il en est de même pour le développement en série ordon- 
née par rapport à x d*une puissance entière positive quel - 

conque de — donc (n^ll) 

(i -h 

^ = A|Jt -h A»x' -4- A, -f . . .H-A«.r"-*-. . 



Digitized by Google 



p8 CALCUL difféhentiel. 

Les quantités A„ se déterminent simplement par la mé- 
thode des Goefficieuts indéterminés. On a en eûet 

_ I 

2! =:A, 4-2 A,x 4-... -f-/tA„«^' -♦-...= (H-«*) ^. 
dx 

Or, 

- ' , ,„ 1.3...(2/>— i) . 

(,4-*») '^'-7^---^(-'K- a.4,,%^^ ^'^-^---^ 

la quantité A» est donc nulle toutes les fois que n est 

pair, et, pour » =s afi-f- i, on a 

par suite, 

r 11 1 4f» 1.3 «* 

log [* + ( 1 + ^ ) ' J = « j y 5 - • • • 

Ce résultat reproduit le développement de arc sîn z 
quand on remplace x par iz^ 



128. On a 



« («-*-») ai^V» «H-»/' 



or» 

n = 00 



n = I 



et . 

Rseo 



n sss I 
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Par conséquent, 

^ ^ il:i£lU?8ii:r:fl + -L. fx + f! + . . . H- î!V 

«M^ maf* \ a m j 

Cette équation anbaiste même pour x sa i (ti** J ). 

La série connue qui représente arc sin x est con- 
vergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les 
limites — t et + i ^ et pour ces limites mêmes, abstrac- 
tion faite du signe des termes du développement; il en ré- 
sulte que la fonction (arc sin x)* se représente aussi par 
une série convergente dans les mêmes conditions. On a 
dmiCy d'après le 119, 

(arcsm^)«==-j.-l-3-^ + 3-5- 3 H-... 

?,.4-6. . . (?.« — 2) 

^ ' - 

3.5.9... (a/1 — i) a 

On arrive au même résultat en employant la méthode 
des coefficients indéterminés. 

n est clair qu'une puissance quelconque entière et posi- 
tive de arc sin x donnerait aussi lieu à une série conver- 
gente pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas en dehors 
des limites — i ci -H 1 . 

130. En difii^rentiaiit Téquation du n*> lâ9, il vient 
arc sin* _ . ^ , . . a«4- » * (2^ — a) , 

relation qui suppose X compris entre les limites — i et + 1 . 
Soit fait 

s 

d'où résulte 

arc sin X = arc lang s» 
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et par suîle 
De celte équation et de la relation cpnnne 

1T 1 I 

- = arc tang — h arc tang ■= r 
q. a o 

on déduit la suivante, commode pour le calcul de n : 
4— loL 3io 3.5 ô.j.tXioJ J 

^ loL 3 10 3.5\ioy 3.5.7 \ioy J 
131. Soit 

^=:tangjr = sinjr(c — 8in*«) 



Si Fou a sÀu^<; Jmm ^ < - » la»g déTeloppable 

en nne série convergente ordonnée suivant les puissances 
entières, positives et croissantes de sîn et la convergence 
de la série ne cesserait pas d'exister si tous les termes étaient 

pris positivement. Comme il en est de même du dévelop- 
pement en série d'une puissance entière et positive quel- 
conque de sin X (u^ li)f on peut donc poser, en remarquant 
que tangx est une fonction impaire, 

ung*=* +T. ^ + T. ^-^^1^ -h . . . . 



T 



1.2... (2« l) 



Pour trouver la loi qui lie les coeflicienis, diflerentious 
4- 1) fois les deux membres de 1 équation. , 



J ct)S a: — S)n x, 
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ce qui donne 

cosx.jC'"-^*) H- (2// 4-1} cos -h ^ ^ /C") 4- . . . 

(3M + I \ 

. / 2/H- I \ 
= MO I « -( K j ' 

■ 

Faisant x = u dans ce résultat, on eu tire 

En suivant une marche tout k fait semblable, on trou* 
verait 

sec X I -f" Tj — + T4 ^ — 7 "H • • • • Xjii -■ ' - ■ "H» • • 
1.2 1.2.3.4 l.2,..3ff 

avec la relation 
132. On a 

fA* (arc sia x)* i».* (arcsin 
jr= I — 1 — -— j 

1.3 1.2.0.4 

et cel^ série demeure convergente quand on y prend tons 
les termes avec le signe +• D*un autre c6lé, a/? désignant 
uu nombre entier positif» on a (n** 129) • 

(arc «D «)V = «V -4- a,«v+» H- H- . . . , 

les coefficients aj, a*,. .. étant tous positifs et la série conver- 
genle. 11 suit de là que le théorème du u"^ 11 est ici appli- 
cable et que la fonction se développe en une série de la 
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forme 

jr = 1 -+. A,«» -h A4 «• -♦- A, 4- , . . 

Les coefficients de ce développement devant être iden» 
tiques & ceux que fournit la série de Madaurin, il en ré- 
sulte (n» 120) 

r ==: I .t' -f - . . . 

t .3 

/ V u'Ia' — 2*) . . . (fi' — 2» — 2) 
,)-JlJC 1 ^ 

I .2.3. . .2/1 

Une marche tout à fait semblable.don&rait 

+(_,). -■■)•■•(>■' - ^^ED + . . . 

* I .2.3. . .(2il + 1) 

Ces remarquables formules sont dues à Euler. 
133. Comme on a 

• 

X X I sin*« 1.3 sÎD^ir 

r=-ï — cosx, -t— =iH s 1 

ain^e sidx a 3 a. 



il en résulte (n® 11) que la fonction paire j* peut se dé- 
velopper en série convergente de la forme 



du moins pour les valeurs de x qui ne surpassent pas ^* 

Pour calculer a^j, = j ' diilérentions 2/2-^1 fois 
Inéquation 
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il vient 

sio ^«-|-^^î^^is^j-»-(aii-l-*i)»in(«-l-/iir)y 4-... 

(2/1 -+- I \ , . . . 

«H TT j -f- (2« H- l) C08 (4; + iiir) , 

d'où Tou lire, en faisant a: s:= o, 

-f- ^— 1)* (2/H- l) Û,, = (2/1 l). 

C* Q. F. T. 

134. Si Ton pose 

é^' -+- I 



la 4}aestioii revient à démontrer que l'on a 

(£).=<->■(£).■ 

On déterminera les coefficients relatifs au développe- 
ment de la fonction paire désignée par en différentiant 
31» -H 1 fois les deux membres de Téquation 

ce qui donne 

(e»— e-'jz H- (2« -h 1} {{e* -i-e-'jz' 

■+■ (^"^ («» 4- c^) 4-... H- ^c* — 
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et d*où Too tire, pour xs=o, 

En rapprochant ce résultat de celui du numéro précédent, 
on en conclut la relation (A), ce qui démontre la proposi- 
tion énoncée. 

Od aurait pu la déduire aussi de la relation 



e'" -h I 



Les nombres B„ sont appelés nombres de Bernoulli, du 
nom de Jacques Bcrnoulli qui les a le premier introduits 
dans r Analyse (^rs conjeciandi), Euler s en est occupé 
souvent; il a montré que ces nombres jouent un grand rôle 
dans plusieurs questions, notamment dans la sommation 
des séries. Les dix-sept premiers ont été calculés par lui, 
d après une formule qui permet d'obtenir l'un d'eux 
quand on connaît tous ceux qui le précèdent {Calcul diffé- 
rentiel, U** partie). Laplace a donué Texpression générale 
de chacun d'eux, indépendamment des autres (Lacroix, 

t. m). 

Ybiçi les valeurs des hui t premiers nombres de BernouUi : 

R - ^"9* R - R - ^'7 

3730 6 ôio 

135. Les formules du n'^ 22 fournissent les suivantes : 
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el 

+ log \ \i — ^ — . T \ 4-..., 
d'où Ton tire par la difiî&rentialion 

COtdT = — — — ; -s-— • — ... — • 

X ir — «• 4* — * * — *^ 

laiig« = — ^ 



2x 

« • • j 



et ces formules se ramènent immédiatement aux 
lious (i). 

136. On a la relation 
.«,(^)=U«(.-5)-K.....o«(.-„^). 
or 

Par conséquent, en vertu du n^ 11, 

— — 1 ""i • • • ^ • • • ) î 

X \l' 2* . il* / Tt' 

1 /l I I \ £ 

a \i* a* il* / tr* 

Pour log cosx, on trouverait semblablment 



2M 



lofi COSX =r — — - — — - 



' • • 5r 



• 

en poMiit 



mais on a évidemment 
par suite, 

a/» — I 

ce qui conduit à l'équation (a). 

137. Il suffit de diirérentier les équations (i) et (a) du 
numéro précédent pour obtenir les formules (A) ; les for- 
mules (B) se déduisent de ces dernières au moyen de la 
relation 



qu'on trouve en rapprocluint la première des formules (A) 
de Téquation du n? 184. 

138. Gîtte relation est une conséquence de la formule 
cosée j:=tang — h cotx, et des relations (B) du numéro 
précédent. 

139. La quantité 

('-^^) (■^4ï-')-('^'^)- 

a une limile déterminée, quelle que soit la valeur liuie 
attribuée à z (u° 15). Soit / cette limite, on a 
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c étant aussi petit qu'on voudra pour» suffisamment grand. 
Il en résulte 'qu'on''pettt écrire 

/ = i-h A|» 4- Aji' -h A»a* -H . . . . 

Pour déterminer A«, obsenrons que la relation 

ayant lieu quel que soit si l'on fait z •= — a' et qu'on 
multiplie les deux membres par il vient (u'' 22) 

aiujr = « — A,«» -h A,«» — A,x' -f. . . . H- (— i)»A,«"^' H- . . . , 
d'où 

A 1— — 
" i.a.3...(3ji •+-!}' 

et, par suite, 

— * g' 
^ ' 1.2.3 t. a. 3. 5 

= (',-^?)('-*-47.)('-^.>- 

Si Ton remplace maintenant z par dans ce dernier ré- 
sultat, et qu'on multiplie les deux membres par on 
obtient la relation 



(■-si) hf?)- 



X* .r* 
i.a.3 1.3.3.5 



c^est-à-dire 

tt = 

a 

On trouverait d^une manière analogue 



i.a i.a.3.4. 



Ces résultats démontrent que les formules du u? 22 
subsisieut encore quand on y remplace x par ûr. 
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§ VU. — Changement de variabies. 



d*x 

140. — -hx-e/ = o. 



ttx 



m' 



or 



donc 



ikk. On trouve, en recourant aux imaginaires« 

— — = itaogT» 

e^' -H I I 
<<r dy t d*Y . t (d^y i t drX 

rff» ^ lit» ^ ' 

I — I tang T 



dj» c/r» 
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et, par conséquent, 

1^7. La relation (a) permet d'exprimer x en fonction de 
y et donne 

( 3) Ung (x — = j-^^ tangj^ = a lang .v, 

^ . i—k 
eu iaisant ; = a. 

On tire de là 

Pour calculer sinjr, on met Téquation (3) sous la forme 

« = j arc tang(|* lang/ ), 

d^où Tou déduit 
et, par suite. 



La substitution (2) employée ici est appelée substitution 
de Landen, du nom du géomètre anglais qui Ta faii con- 
naître. Elle joue un r61e important dans la théorie des fonc- 
tions elliptiques. 

148. dx =1 eo&9dt^ rnnUdBf 
4^ sin 0 «ir + rcosO<f 0 ; 

d'où 

.rdjr — ydx == r'i/0, 
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et, par suite, 

dy 



dr d9 
149. i = ^cosO-/-8ine^. 



o = an 0 + rcosO 3- ; 



donc 



du du ^ du sinô 
— -— cosO 77 > 

</« du . ^ du oos9 

— = — Sin 0 4- -rr • 

dy dr d9 r 

On déduit de là 

du da du 

^'^''^dy'^dB 

Cette transformation s'emploie dans la théorie des pla- 
nètes. 

41tA du du X dUi _d^Ha* \ ^ 

di'^d'r'?' d^~dr»r* dr\J r'/ ' 

on aurait de même 

^ r» <fr \r r»/ ' 

et, par suite, 

I </« 

— - -f- - -7- = o. 
dr* r dr 

Cette équation se rencontre dans Tétude du mouvement des 
fluides. 

d^u 9. du 
15t. — H--— =0, 
rtr* r dr 
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- riu . ^ffu cosB du 



« -H- ■ — — -I « 

asindcosO / rf'w r/«\ 



"7» V 



Pour avoir il suffit de changer dans l'équation pré- 
cédente en j? et 0 en ^ — d, ce qui donne 

d*u_ (i^n nn*9 d»u 9àn*9 da 
a&B» "~ *^ rfr» r» dV*"^ r dr 

2sin6cosO / d'u . 

on tire de U 

r/'/< r/*M (l^ u i u I 
^ ^ ~ rf^^ H ^ r ^ 

153. Désignons par s une inconnue auxiliaire telle, qu'on 
ait 

il en résulte 

« = r»n$, « = rG0t9. 

£n ne considérant d'abord que les deuic variables et z, il 
vienty comme dans le numéro qui précède, 

. d*u d^tt rf'« I r/'a i dit 

^'ous trouverons de la même manière 

d"^ a f/^n d^ Il i d' u i du 



dx^ dr* d$^ r dr 



» 
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La première équation du dernier numéro donoe encore 

I du 1 (lu cotO du 



(3) 



S ds r dr r* d9 



En ajoutant membre à membre les équations ( i), ( 2) et (3 ), 
il vient enfin 

d^u dUi d^ u d'il 1 d^ u I d^u Ci du 

cotO du 
r» dB 

Remplaçante par sa valeur, on trouve 

dHru) . dur . 

« 

Celle équalioii, duc à Laplace, csl d'une irès-liaule im- 
portance dans la théorie de Tattraction et dans plusieurs 
questions de pbysique. 

§ yïÙ, — Êiiminaihn des constantes et des fonctions. 
On trouve 

dy^ dy 

axy — -\-\hx* — ay* — c^) ~ bxy = o. 

ux ax 

155. On a les équaiious 

adx -^hdjr =0, 
M'I^x -t- bd^x -4- ed*z = o, 
ad^x bd^jr •+- çd'z =r o. 

Les deux premières donnent 

û h c 



dyd^z — rff rf'r dzd*.t: — dxd^z dxd*r — drd^x ' 
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et par suite, au moyen de la troisième, 

{dXd*:t — dzd'j-) d^x -h (dzd*x — dxd*z)d^y 

H- {dxd^x^ dxd*x)d*% = o. 

Cette équation exprime la condition pour qu'une courbe 
soit plane ou que Tangle de torsion soit nul en chacun de 
ses points (n** 278). 

1S6. Posons, pour abréger. 



^i — «*8in*« = cosé; 

il eu résulte 

(a) ftin'^ = tin* a. 

DiiTéreuiiant Téqualion (i)^ on en déduit > 
, _ , , cos« sin j df -h sinx ctuydx 

iù) COSO = —, -: ; : y » 

* ' sinxcosjrdx cosxsmjrdx 

et par suite, 

sinx cosxdr -h sinrcosydx 

cosa ~ ^ ~ • 

sinx cos jrdx + cosxsinj^/ir 

On trouve de plus 

~ (sinxcosji/r -4- cosx8in/<<r)»' 

(sin^rrfr' — sm^ydx^] fcos' r — cos'a:) 

sin'a=:-^ - — — — :^ — ^» 

( sin x cos jr dj -h cosx sin j dx^ 

Substituant dans Téquation (3) et réduisant, on obtient 

Téquation diiTérenlieile 

dt dx 

(4) ^ ±: , =Q. 

n est facile de reconnaître quMl faut prendre le signe + 
dans cette équation, lorsqu'on suppose cos5^o. Portons 

8 
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eu eilet dans réquaiioii (3 ), à la plat e ^* valeur 



^ I — c^sm^y 



il vient, après une transformation évidente. 



sin'/ ^ I — f' sin- x — fc*' sinx sin/ cosx cos^ 

Or le uutuéraleur sera posilit, si 1 on a 

( t — è* sin'j^ ) ( I — c* sîn'x) ^ 8În*4? sin'j' cos';r cos'j', 
on bien 

et cette inégalité a réellement lieu, car le premier membre 
peut s'écrire 

(i — «* sîn'«»n'j)[ I — (i — cos'apcos'j)], 

résoltat nécessairement positif^ puisqu^on a e<^i. On 
▼errait que le signe — dans Téquation (4) conyîent au cas 
où l'on suppose cos& <^ o. 

Les équations (i) et (4) établissent une propriété im- 

porlanlc des fonclions ellipliqucs de première espèce. 

' 187. On trouve, par la difierentiation, 



et, par suite, 

rLv ' fi 1 



iiz (Iz 

X— -*r- > /tZ» 
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résultai facile à prévoir, puisque z est une foiiciiou homo- 
gène de degré ti. 

On pourrait d'ailleurs observer tout d'abord que les deux 
fonctîoDs se réduisent à une, car on a 



z 



158. Le second membre étant Homogène du àsgté on 

a sur-le-champ . 

(lu iitt du 

159. On trouve, en dilTérentiant successivement par 
rapport à a: et à jr, 



et, par suite, 

y désignant une fonction arbitraire. 
Posons, pour abréger, 

dz dz dp dp flfj dq 

di^P* di-^' 

Il viendra, en éliminant y de l'équation (i), 

c'est l'équation générale des surfaces réglées dont la géné- 
ratrice rencontre constamment deux courbes données, en 
restant parallèle à un plan fixe. 

8. 
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160« L'équation proposée peul sVcrîre 

logs = logf {ajr -h bx) -h log4i («j — bx), 

ou bien 

logs = F (<ïj H- 5«) -\-f{ay — hx\ 

F ety désignant deux fonctions arbitraires. 

On en déduit, en adoptant les notations du numéro pré- 
eédent» 

I =ar («r H- («r — ^*)» 

Les deux dernières équations nous donnent 

a' («r — j — ^' — ^«J r= o. 

161. On trouve, en dilTérentiant, 

du du dr du di 
dx dr dx dz dx^ 

du du dr du dz 
dy 'Sr dy d» djr^ 



dx 

dr_ 
dt 



Cff' (a* -f- 

d'où l'on déduit 



l dr i dr 
a iix b djr'" 
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Cl . 

I du i du du i i dz i dz\ 

adx b dy d%\adx bdyj 
On a d'ailleurs les deux équations 

^« -h c {ax -!-«) = «4»' (ax — fy), 



/ 



qui donnent 



et, parsuite. 



^ ?■ f' (^-^ 4- es) = — b-if' {ax — i»/), 
djr 



I dz I r/z I 



a dx b djr c ' 



1 //^f i du I ^/u 

-+-7— -H---T- = 0. 



163. En différentiant Téquation successivement par rap- 
2)0 rt à X et à on arrive aux relations 



^ du 



— 2 



-(r"~ Vf ?(*)-«- 4 (r) 

Une seconde difîérenliation conduit à 



d^tt 

/ ,T^)r(>-) _fMf(r)\^6J 

La comparaison de ces résultats suggère l'idée de former le 
produit ^ ^) à l'aide ducjuel on trouve 

d^u du du 
u _ = 2«». 

dxdjr du djr 
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Le premier membre de cette ëquatîoo peat s'écrire 



W\ .... 

djr dxdy 



On a donc 

a*efy 

Celte équation joue un rôle important dans l'étude des 
surfaces. 

{Géométrie analytique de Mougb» édition Liouviile.) 

§ IX. — Fraie valeur des expressions qui se présentent 
sous des formes indéterminées, 

163. 

164. ll!L^lll, La fonction proposée est égale à la somme 

165* ^ 'y^" La fonction prc^KMée est ^le 
à la somme 

166. 

167. 4-. 



ite. ^* La fonction proposée est la somme de la série 



. • • • 



[Questions divcê'ses.) 
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169. — • La fouclion propobée est la somme de la série 



(Questions diverses,) 

170. La fonciion proposée revitiïl à 

langirx air^ ' 

^ est la vraie valeur du secoud facteur et, par conséquent, 

de la fonction elle-même. 

On serait arrivé au même résultat en faisant usage du 
développement de tangir:r en série ordonnée par rapport 

aux puissances croissantes de l'arc. 

171. La vraie valeur est celle de 

cos- -f tan^' sin 2x ipx 

c^est Funité. 

172. Zéro pour n positif, — oo pour n négatif. 

173. log«^ = «"logar. 

Donc, on vet tu du numéro précédent, la vraie valeur 
cherchée sera i ou zéro, selon que n sera posiiii ou ué> 
galif. 

m. i. 

175. - 3. 

176. sina. 

177. Le logarithme de Texprcssion proposée a pour vraie 
valeur celle de la quantité 

( sin<M? \ 
gjp ] 

2 b CMox cosbx sin bx sS^côsôxcôsSx / sin^jg \ 

l éx ) 



V 
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La quantité cherchée est donc 



g* J 

178. i±^. 
cos*<r 

179. î:-^. 

180. La vraie valeur est i. 

181. Le calcul se simplifie en mettant l'expression sous 
la forme 



«•la* 



X — sinx 

C"— I 



on est conduit à la recherche de la vraie valeur de 

pour us=ro, laquelle est Tunité. 
182. L'expression se ramène à 

z— Jog(i -hz) 



I 

en posant x = — 

La vraie valeur est — 

a 

183. e». 



184-. ^ = et — ^ » pour » = o. 



(24)^ 

La courbe représentée par Téquation proposée est con- 
nue sous le nom de courbe du diable* 

^ = 09, poar«=so« 
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$ X. — Maxima et minima, 

186. Pour « = I , est miDimaiii. 
Pdur xz=2, /est maximuin. 

Pour X = 3, jr est miDimum, 

187. En galant la dérivée à zéro, on trouve 

4*' — ^53 j:' 4- 4o34ox 566400 — o, 
dont les racines approchées à moins de 0,01 sont 

4-22,06, -i-6i,o3, -f-io5,i5, 

et les valeurs correspondantes dey^ 

— 62,8, 4-63,2, — 116,2. 

La considération de la dérivée seconde apprend que la 

deuxième valeur est un maximum, et (|ue les autres sont 

des minima. 
* 

Pour reconnaître les maxima et les minima , il suffit de 
considérer seulement la fonction i — a;*, parce que le fac* 

teur ^^ji i^t^tera toujours positif et sa dérivée ne de- 
viendra pas infinie ^ or 

donc X = I répond au maximum, x = — i au minimum. 

La remarque faite sur cet exemple simplifie souvent les 
calculs qui servent à distinguer les maxima et les minima. 

189. £n opérant comme dans le ntunéro qui précède, on 
trouve immédiatement que j est maximum pour x ss o et 
minimum pour x ss 3. 
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190. Pourar=«, j =r minimum. 
Pour X = — a, ^ = 00 . 

191. Pour*= ? ) '= — maximum. 

Ce calcul résout la question suivante : un point lumi- 
neux, situé sur une verticale donnée, éclaire une surface 
horizontale infiniment petite dont la position est connue; 

à quelle hauteur doit être pla(é le point lumineux pour 
que réclâiicmciU de la suiiacc soil le plus grand possible? 

I 

192. Pottrx=:e", Y=—y maximum. 

ne 

193. Posant z , et ne tenant compte dans la dérivée 
que du facteur 

7), 

ou trouve: 

Pour « =r o , minimum ; 
Ponr » = t , niaximom ; 

Pour « = 7, mioimum. 

194. Pour a: = — ^ = 2, maximum; 

Pour X — i ^ jr ^ — 1, ni maximum ni minimum. 

195. Pour x=^2.^a^ yz=z^^ a, maximum; 
Pour j: = o, ^ = 0, minimum. 

196. Kl maximum ni minimum. 

19.i. Pour X = 7 )■ = — î maxunum. 



Digitized by Google 



SOLUTIOVS. laS - 

i9S. Pour « = o et j = o, a — maximum» i.v * Cw^.vi- 

^ Pour « =r ± 2* et j = qi « = — 8, minimum. " 

199, Pour « = 2 et > ^ ^ » « = ^ ? maximum. 

Pour X o t't y — o, u = o, ni maximum ni mini- 
mum. 

200. Quand u sera maximum, Jog u le sora aussi, cl ré- 
ciproquement. Pienant les loi^arillimes de deux membres 
ot «égalant à zéro les dérivées partielles du second, oii trouve 



X jr z b 

Adoptons le signe + et posons 



il en résulte 

Calculons les dérivées secondes et remplaçons-j les incon- 
nues par ces valeurs; les conditions de maximum ou de 

minimum pour les fouctiuus de trois variables iudépen- 
dantes se réduiseut à 

3 . 8 



rt« «• (i H- n} ^ ®' (1 -I- a)* ^ 

el la Jonction u à pour maximum 

I 

ij -h y 

Le signe — donnerait un minimum. 

201. Adoplous la méllàode des mulliplicalcui vS^ et soit }>. 
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celai de r^juation do^n^. On a 

Multiplions (i)parx, (a) parj^, et ajoutons, il vient 

X H- Il = o, 

ce qui donne 

[u (i -f- — r].r = — {upq — s)jr, 

[«(»"*■ f') — = — («w — 

et, par suite, 

C'est réquatîon qui résout la question proposée. 

La même équation se rencontre quand on cherche les 

rayons de courbure maximum et minimum en un point 
d'une surface. 

202* En remarquant que sin a/ = cos a a:, on trouve 

Le signe -f* correspond à un maximum, le signe <— à un 
minimum. 

203. Par la méthode des mulliplicaleurs on trouve 

[\og{Anbc]Y 
loga^log^'logc* 

20^^. {Fig. 1.) Soient A et B les deux points, Ox la 
ligne droite, O l'origine, a et b les cooidonnées dcA^ 
ai, 6t celles de B, et OP = on trouve que la condition 
du minimum est 

7 = T' 

c'est-À-dire que les angles APM, fiP^ sont égaux. 
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' Nous avons ^apposé les points et la droite dans le même 
plan ; la question se traite absolument de même quand cette 
condition n*a pas lieu. 

205. a a étant Tare donné» x le rayon cherclié, la condi- 
tion du maximum est 



cos 



- { a cos xtm - 1 =: o. 



On en tire x = — 9 c^est* à-dire que le segment est un demi- 

cercle. Les valeurs de Tangle - supérieures à ir ne peuvent 

convenir. 

Le second facteur donne 

a 

= I, 



(I) 



ce qui exige 
il en résulte 

qui est un minimum. 

Le minimum correspond à 

b 

207. (Fig. 3,) POM=a, OP = f, 0M = 9. 
La condition du maximum est 

df — d9 = oi 

d'ailleurs, 

lang 6 = cos a tang f . 
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U eo résulte que 

taogf = (séc a)' 

donne le maximum. 

206. Soient r, r' les rayons des sphères, a la distance 

dos centres, x la distance du point cherché au ceulre de la 
sphère de rayon r j on a 

r» 



On suppose que le point demandé est situé entre les 
deux centres. 

* 209. (Fig, 4-) Soient S le sommet de la pyramide addi- 
tionnelle^ PQRS une de ses faces prolongée jusque dans 
Fintérieur du prisme. On abaisse SO perpendiculaire sur 

la base, et 1 on mène OM, RP, SQ, ([ui se rencontrent au 
point ÎN. 11 résulte de celte construction que les pyra- 
mides PSRO et PMRQ sont égales, de sorte que le volume 
dont on s'occupe est indépendant de Tinclinaison de SQ 
sur OM. La valeur minimum cherchée correspond h 

sinSNO = -V» 

Les alvéoles des abeilles ont précisément la forme qui 
résulte de cette solution. 

210. (Fig. 5.) Faisons 

BC = 0, AC=/>, BN = x; 

il vient 
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et la surface a pour cxpressiou 

3 « ^ ' 
dont le maximum répond à x = 

211. (Fig. 6.) Si l on pose AC = CD = b, CN =x, 
BP représentant le gi^nd axe de Tellipse, la condition da 
maximum est donnée par Téquation 

3 («» 4- A') «» — 4* (a» — * H- («* *') = o. 
Les racines seront réelles si Ton a 

«>*(2-f-3'), 

c'est-à-dire lorsque 1 angle du cône aura moins do 3o degrés. 

Si les racines ne sont pas réelles, il n'y a pas de maxi- 
mum, et la surface de Tellipse augmente à mesure 'que son 
plan se rapprocbe de la base. 

On aurait pu traiter le problème en prenant pour in- 
connue Tangle q (\uc fait le plan sécant avec le plan de la 
base. En tlésignanl par a a l'angle du rône, la cuudilion du 
maximum est alors donnée par Téquaiiou très-âiniple 

sin 2y = 2 sin -> a, 

qui conduit au résultat déjà obtenu. 

212. Soient S la surface toule d^un secteur appartenant 
à une sphère dont le rayon est x^j la hauteur de la zone 

qui lui sert de base, ~ c; a' le volume donné; on a les équa- 

, uons 
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Posant 

S a. 
= «, - *, 

il s^agit de déterminer les valeurs de s qui rendent maxi- 
manou minimum la fonciioii 

2 + (z»— 

«= i • 

s 

On trouve 

, Z> — 4 (*' — 2 
U = _ , 

d'où les deux solutions 

Z*= lO, 2. 

On a doue les deux systèmes de valeurs 



et 

i 



a 2' 



La dérivée seconde apprend que le premier répond à un 
minimum et Tauire à un maximum. 

213. Soient x le rayon du fond du vase, r celui de l'ou- 
verture, * la hauteur, a Tangle de cette hauteur avec 

Tarête, et -5- le volume donné j on trouve 

en désignant par xsii* la surface dont on cherche le mini- 
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muni. Oii déduit de là 

jrdjr — xtix {t ^ sina) = Ot 
y^éy — ji?dx = o, 

d où résulte l'équation 

— — X (i — sina) o, 

satisfaite par x = o, et aussi par x—\\ — sin a)^. N^li- 
geant la première aolution qui répond à mi cône, on 
tire de la seconde, combinée avec réquaiion (1), 



^cosa (3 — 3 sin« + sin*a) 

et par suite x et cru*. ' 

Le résultat obtenu répond bien à un minimum, la sur- 
face du vase pouvant croître indéfiniment. 

2l4f. Soient O le centre du cercle, R le rayon, a Tangle 
que fait MP avec le diamètre mené par le point P ; si Ton 
pose 

OP = <i; MP = 

on a, pour Fexpression u de réclaîrement rc*çu par la 
surface, 

h sin a 
If = • 

D'ailleurs, 

r* = H- -i- 2 ajc cosa ; 

d'où 

»« _ 4<i'j;» — (r» — g» — je*)» 

Eu égalant à zéro la (léHvée du second membre, il vient 

^ — 4** H-'./-».) -h 3 (r» — a>)» = o. 



t. 
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Celle équation fournit les valeurs 

«»=:a(flr- 4- r-) — ^/^/i' -f. -f- i2rt'/-% 
4f« = a («» -H /•') 4- ^(a'-hr»)» -h laa'r», 

dont la deriiièn; est à rcjeUM*, parce qu'elle conduit à riné- 
galité j:]>a + La première répond à un maximum, car 
deux minimunis ont lieu aux extrémités du diamètre qui 
passe par le poiui P. 

215. Soit fait 

AP=:«, YAXrrrô, MA — r, MP = J^, MPA = 

réclairement u sera exprimé par la formule 

Asina 

«= T-9 

h désignant une constante. 
Or, 

/7 sin 0 



Slii H- 
d'où 

X sina sin^ (0 -h a) 
« = T ^• 

On trouve 

du . 

~ = s»n (Ô + a][3sin(Ô -j- 2a) — sindJ = o. 

Un minimum évident répond à la solution 

sîn(9-h«) = o, 
et l'on a pour le maximum cherché 

^ sin(0 4- 2a} = ^sinOy 
formule facile à constniire. 

SIC. En prenant des axes rectangulaires et supposant 
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les dettx points situés sur l'axe des j:, à la même distance a 
de l'origine, on a les équations 



A /n :r_ — y- [jc — 
Bro' =r M» r=7' ^ (jr — «)% 

dont la première exprime qu*un point m du plan appar- 
tient au cercle de rayon R ayant son centre au point («9 
La question conduit à poser 

c*est-à»dire 

jrdjr-h{x — a)dj: jdy H- \x-^u)dx 

avec 

(« — a) <iir -I- ( j — 6) 4r = O. 

On eu déduit 

a g(r~g) — [{r — g) — 
fl(r — <5 j -4- [(r — 6) — r (*— «) 1' 



on bien 



en faisant 



« a — * 
I» a h* 



y {x — a.\ 

' — 731- = *- 



Or, cette quantité A' n\est autre que la distance de Tori- 
gine au point P où Taxe des x est rencontré par la droite 

qui joint le centre du cercle au poinl m. La dei nière reJa- 
tion revient donc à celle-ci : 



Aw _ AP 
Bfli ' BP' 
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d*où il résulte que la droite mP est bissectrice de Taugle 
AmB, et que, par suite, le point cherclié est le point de 
contact de la circonférence et d'une ellipse tangente au 
cercle, ayant pour foyers les deux points donnés. 

Le problème se traite facilement par la Géométrie; il 
suffit d'exprimer qu'en passant du point m A un point m 
infiniment voisin sur la circonférence, la différence 
AmfB— AmB est infiniment petite d'ordre supérieur au 
premier. 

217. L'ellipsoïde ayant pour équation 

«» €* 

et ikx, a/, a JE étant les arêtes du parallélipipède, on a 

abc 
3» 3» 3' 

cl pour le volume cherché, 

Sahe 
3^ 

218. (Fig. 7.) ABC est le triangle donné, DEF le 
triangle inscrit. 

CD = x, AE=:jr, BF = z. 

On trouve 

X — [f^ — J ; fos C 

ï 

(a—.») — SCOSB 

[2' (û — j)» — 28 (fl — Xj COS B]» 
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el deux autres équations analogues ; ce qui prouve qu on a 

FEA = DEC, EDC = BDF, BFD = AFE. 

Le triangle demandé s'obtient donc en joignant entre 
eux les pieds des perpendiculaires abaissées des sommets 
du triangle ABC sur les côtés opposés. 

219. lx-i-my-\-nz = o étant Téquation du plan donné, 
r la distance du centre de la surface à un point de la section, 
on a 

o ^ ijc -h my -h nz. 

Soient X et ft deux multiplicateurs indéterminés; la mé-^ 
thode connue donne 

Ou tire de là . 

et par suite, 

H — a' r^—b^^ r^^c* 

On trouve enfin, pour obtenir le maximum et le minimum 
de /', l'équation suivante : 

r»— r» — r» — 

elle sert à déterminer les vitesses de Tonde propagée dans 
un milieu cristallisé. La surface considérée dans cet exemple 
est la surface d'élasticité ( n^ 297 ) . 

(Fbesjnel, Mémoires de V Institut, t. VIIJ, p. i^o, 
et Hek^chel^ Théorie de la lumière.) 
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220. ^ '^1 = I » équation de i'eilipspide. 

/jc + m y -+■ nzz^Of équation du plan. 

En opérant comme dans le numéro précédent, ]'éq[uation 
f|in détermine les axes est la suivante : 

6'/;/' 

— o. 



Après avoir ordonné par rapport à r, ou trouve que le pro- 
duit des demi-axes de Teilipse d*intenection est 

ahc 



et, par suiie^ la surface a pour expression : 

Tzahc 

ââl. La question revient à trouver le produit des trois 
demi-axes priucipaux, et comme ces demi-axes sont les 
valeurs maximum et minimum du rayon vecteur ayant le 
centre pour origine, il suffit de chercher les maximums et 
minimums de la quaniité 

X, z étant liées par Téquation de Tellipsoïde. On trouve 
alors, en appelant X une indéterminée, 

>.xH-a.r -h -t- = o, 
-H a'x -H -H b^x = O, 
^13 -h rt*s -h />/ H- jr = o, 

d'où 
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En subslîtuant, il viétat 

Multipliant la première ^nation par 

la deuxième par 
la troisième par 

-["•+*' -"')]' 

«)l ajouLaul, il reste, toutes suppressions iaiies, 

(._„)(._.)(i_.) 

- '■(i- ")- ""(J -"■)-*"(?- ■■) —»'•'=<•■ 

On ordonne par i apport à r', el o» arrive, ^Kjur la surtace 
(lemaudée, à l'expression 

■M ■ ■ . ■ I I !■ ■■ . ■ I ■ ■ — I— ■^— - . I I ■ ■ - III I — — ■■■ ■ • 

3 



{an' a"— aù'—a'ù' — a" 0"' -h 2 ùb' ù" ]' 

'l'î'l. (Fig- 8.) En désignant par a vi o les coordonntH's 
du centre de 1 ellipse cherchée, ré(|ualiou de cetle courbe 
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peut s écrire 

A (« — a)» -f- aB (* - a) (/ — 6) 4- C — <5)« -h 1 = o. 

Posons GA s= CB s=: et exprimons qoe la courbe passe 
par les points C, A, B ; il en résulte les trois équations 

(1) Aa» -f- 2BaS -t- -4- i r:- G, 

(2) A(/» — a)' — aB(/> — «)6-t-Ce«-h I = o, 

(3) C(7 - 6)'— aB(ç — 6)«-hA««-+-i =0. 

Retranchons successivement Téquation (i) des équations 
(9) et (3), il YÎent 

(4) A (2a — /») H- 2Bé; — o, 

(5) C{2« — ^) -h2Ba = o. 

Les relations (1), (4), (5) donnent enfin, pour les coeffi- 
cients A9 B, C, 

^ _ — (26 — g) ^ (2a — /^) (26 - g) ^ 

a(/>6-f-^a — pq) 2a6(/>S + 9a — pq) 



Pour obtenir l'expression S de la surface de rdlipse en 
fonction de ces quantités, cherchons» en suivant la marche 
du ntunéro précédent, l'équation qui a pour racines les 
demi-axes de la courbe. Cette équation est la suivante : 

(AC — B») 8« H- (A -h C — aBcose) 4- sin'ô = oj 

le carré du produit des demi-axes est donc 

sin'9 

AC — B' ' 

et, par suite, 

7: sin 8 
5= y 

lAC-B»p 
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Le iniiiimuin de S correspondant au maximum de 
AC — B', il sullit de ( hercher le maximum de celte fonc- 
tion des deux variables a et |3. Les valeurs de A, B, C sont 
connues; en faisant le calcul el ne prenant que les facteurs 
utiles, on arrive aux équations 

d*où 




Le centre de Fellipse est donc au centre de gravité du 
triangle, et sa surface a pour expression 

3 

3' 

Ëuler est le premier qui ait traité ce problème. La solu- 
tion précédente est due à Bérard (Annales de Gergonne^ 
t. IV). M. Liouville en a donné, dans le tome VD de son 

journal, une solulion géométrique très-simpîe. 

223. Celte question peut se résoudre vu suivant une 
marche semblable à celle du numéro précédent. On trouve 
ainsi que l'aire de l'ellipse maximum est égale à celle du 

Iriaugle multipliée par — ? que son centre coïncide avec le 

centre de gravité du iriangle, et que les points de contact 
sont les milieux des côtés. 

(Bérabo, Annales de Gergonne, u IV.) 

â24h. h désignant la hauteur; a, 6^ y les angles dièdres 
correspondants aux côtés a, c de Ja base, il faut rendre 
minimum IVxpression 

ah bh ch 
1 r -: • 

$m« sm€ MU 7 
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qui iiîpi'ësetile la somme des iriattgles laléraux. Les angles 
a, ô, y soiil liés d^aUleurs par la condition 

ffcota + bcolt +ccoiY = const. 

On trouYe 

a — 6 = y. 

•225. Soient A, 15^ Cj les points doiiiiés. Priîiioiiî» puur 
axe des .r la droite qui joint A etP, et pour axe des > une 
]K;rpendiculaire à cette droite menée par le point A. a élant 
l'abscisse de,B; a, 6, les coordonnées de C; x^y celles du 
^loînt cherché, Texpression à rendre minimum est la sui- 
vante : 

Posons 

- = o. J^oj 

on en tira 

it — X .r — et X 



[(X - -h ^bYY [(X - «)' {*» -h jr')' 

[(x - «)• H- (r - bYY f (' - «)' (*• + r'f 

Elevant au carré et ajoutant, il vient 
d'où Ton dédoit 

et comme le second membre peut s^évrire 

4 



SOLVTIOMS. iB^ 

on trouve enfin 

3' 

■ 

Cette équation représente les deux cercles qui correspondent 
aux segments capables des angles de lao degrés qu'on peut 
décrire sur la corde AB. Il suit de là que le point cherché 
est h Tîntersection de trois segments semblables décrits sur 

les côtés AB, AC, BC^ il jouit par conséquent de cette 
propriété (|ue les droites qui le joignent aux points A, B, C 
forment trois angles égaux entre eux et de lao degrés. 

Quand le triangle ABC a un angle plus grand que lao de- 
grés, les segments ne peuvent pas se couper. Les deux 

condilious =zo, ^ = o sont alors iucompalibles. Lu 

problème ayant toujours une solution, pour trouver celle 

qui convient dans ce cas, remari^uons que les dérivées 

deviennent ^ si Ton prend pour le point cherché Tun des 

trois points A, B, c'est donc Tun de ces trois points 
qui résout la question, et Ton voit sans peine qu'il faut 
choisir le sommet de Tangle obtus. 

Ce problème fut proposé par Toricellî à Fermât, qui en 
donna peu après trois solutions ; plusieurs géomètres s'en 
sont occupés depuis. La solution précédente est due à 
M. J. Bertrand [Journal Liou ville, t. VllI). 

J XI, — langenies aux courbes planes. 
396. Sona-taDg = 



^* i^'g' 9*) AC = a, AB ^ b. L'équation de la pa- 
rabolc tangente aux droites données est 
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(]ai se met sous la forme plus simple 
La tangente a pour équation 



= i; 



{^4 ih? 
par conséquent, 

A¥ = (by)^=y., AE= 
le point est donc sur la droite 

X Y 



h -7- = I . C. Q. F. 11. 

a 0 



Sâ8* L*équation de la tangente étant 

X Y 



— »» 



les segments y^^ que cette droiie détermine sur les axes 

à partir de l'oriijine, oui pour valeurs [a- x)\ [^^jY'^ 
d'où il suit que la portion de cette tangente comprise entrer 
les axes est constamment égale à la longueur it. 

Cette propriété est caractéristique de la courbe en ques- 
tion, qui est une hypocycloïde (n^ 329). 

229, Quand le cercle {Jig' lo), dont le centre est O et 
dont le rayon est égal à a, roule sans glisser sur la droite AX 
donnée de position, la courbe engendrée par un point M 
de la circonférence est une cycloïde. Si Ton considère la 
ligne que décrit en même temps un point M' situé sur le 
rayon variable OJNJ, on la nomme une vycloïde allongée 
nu une c) cloïde accourcic, selon que le poinl décrivant est 
intérieur ou extérieur au cercle mobile* 
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Pour obtenir l'équation du lieu des positions de M', 
soient b la distance de ce point au centre dn cercle, AX Taxe 
des:r, A Torigine des axes et anssi le sommet de la cycloïde 

engendrée par le point M*, si B désigne le point de contact 
de la circonférence avec l'axe des .r pour une position 
donnée du point M^, ei l'angle variable M'OB, il vient 

ix =^a<u — b sin», 
X = a — écosf. 

Le système de ces deux équations représente une cy- 
cloïde allongée ou acconrde, selon qu*on a6<|aou b'^a. 
On en tire 

j? = arccos — j-^ — y — [a — y^. 

Si la droite fixe est remplacée par un cerde, le point M 
engendre une épicjcloïde, le point M' une épicjcl&ide 
allongée, le point M* une épicy cloïde accourcte. Dans le 

cas où le cercle mobile est intérieur au cei(>le fixe, les lieux 
des points M, INI', M^' sont des Jrypocy cloïdcs. 

Pour trouver l'équation de l'une de ces courbes, par 
exemple celle de répicycloïde allongée? engendrée par le 
point M (fig. Il), posons OQ = ^, OM = A, CN==x, 
MN sjr, ACE = 0; si Ton admet qu*à Torigine du mou- 
vement les points Q et A étaient confondus, on aura 

QOB =: ^ 0 
b 

et 

r 

jr = CH H- HN = {« -h A) cos9 — A cos î^^^ 
j == OH — OK =: (<i + sioO — A sin î-i-^ «. 

Le sysicnie (B) représente une épicycloïde allongée ou 
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accourciÊ selon «ju'on sl h ou h'^ h . l\ lient lieu d'uue 
équation unique qui résulterait de rëlimination de 9, et qui 
serait, en général^ moins commode pour les calculs, sur- 

loul si le nombre ^^—^ — = n éiail irrationnel. Ou peut 

d^aillenrs, dans tous les cas, obtenir celte équation. On 
déduit en effet des équations (B) 

bit GOsO r= -4- A gosaO, 
^/r sin 0 — y + A sin nO; 

/t cos n^Tzi: bn cosô — 
h sin#r9 sinO — y\ 

tWm I on lire 

ft»«* = «»H-/*-l- A'H- 2A («cosit0+rsin«O), 
h^Tzz -\- b*n* — 7. bn [jc vosQ -r-j- smB), 

ou bien 

«cosiiO H-rsin«d = = », 

2A 

«cos 0 -f-r sin 9 = = . 

et par suite, en remplaçant les fonctions trigonomélriques 
par leurs formes imaginaires, 

{x—ty) 7.pe"'''-h (.r -4- />) = o, 

(of - 1» - 27*' ^ -h H- /r) = o. 

On conclut de là 



f 



•> — . » #r _ - — ■ ■' • ■ ' ) 

par conséquent, 

\q ±: (7» - X' -.r')*]" = (* - (r)"-* [/» ±: (i»» - . 
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vo (|ui esl 1 équation cherchée, eu y supposant p etç rem- 
placées par leurs valeurs connues en x et en jr^ et qnl ne 
peut être rendue rationnelle qu'autant que le nombre n est 
Ini-mème rationnel. 

On voit facilement que le système (B) se met aussi sous 
la forme, c^uelquefois utile, 

l tuT^ (« H- A) ^0 H. .r + (r = o, 

L'hypocycloïde allongée ou accourcie est représentée par le 
système 



(C) 



x:=z(a — b) cosO + A cos ^ ^ B, 

j = (a — 6) sinO — A sin ^ , ^ - 



tout à fait analogue au système (B), et qni s* en déduit en 
n'inphu ant dans celui-ci h par — ^ et h par — /i. Il suffit 
donc de considérer les équations (B) pour embrasser tous 
les cas. 

£h faisant h = 6^ on obtient les équations suivantes 
pour représenter les épicydolides et les bypocycloïdes : 

x = (a-i- ^)co80 — & cos ^ ^ 9^ 

l L 

a -h o 

j — (fl 4- 6 ) sin ô — bnn 0. 



La détermination de la tangente au point de la courbe 

(Le 



définie par les équations (B) exige la connaissance de 



Or on a 



— = [osmQ — h siu — 3 — û ) » 

<fO ^ \ ^ / 

^=-^^Ac«s«-/icos~^0j; 
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d'où 

a -h b 
b cosO — h C08 — 7 — 8 

ay o 

o sm 9 — A sin — ; — 9 



Ce résultat y qaî suftit à la détermination analytique de 
la tangente, ne met pas en évidence une construction géo- 
métrique simple ; mais si Ton cherche l'équation de la iior- 
maie, on trouve 

Y — (a + ^)8inÔ-f-/isin— ^ 8 Ucosô — Acos— ^ ej 
= J^X— (a H- A)cosô H- Acos oj «o® Asin oj » 

et Ton voit manifeslcmcnit , sous celle forme, qu'en faisant 
Y=«sin9 et X = rtcos5 l'équation est satisfaite. Or le 
point dont les coordonnées sont asind et acosQ n'est autre 
que le point de contact du cercle mobile et du cercle fixe, 
d'où résulte une construction immédiate de la normale tout 
à fait semblable a celle que Ton connaît pour la cydoïde. 
n est évident que cette construction s'applique également 
aux courbes (A). Elle est d*ailleurs susceptible d une irè*- 
grande généralisation (n" ^'i-O). 

La tbéorie des épicycloides est née d un problème indus- 
triel. C'est eu cherchant la meilleure forme à donner aux 
dents d'un engrenage que Tastronome danois Rômer y fut 
conduit en 1674* Plus tard (1694)) de la Hire publia sur 
ces courbes un travail étendu, et plusieurs autres géo- 
mètres, notamment Halley (Transact. phil.) , Newton 
(Princip.) et Euler {^Introd, in AnaL iri/init.)^ en ont 
étudié les propriétés. 

Descartes s'est occupé le premier des cycloïdes allongées 
et des cycloïdes accourcies; il en a déterminé les tangentes. 
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Parmi les courbes représentées par les équations (B), on 
remarque certains cas particuliers : 

I® A = 6 = — ^'^^ courbe est une hjpocycioïde dont 
Féquation est 

(«' — X» -— y^Y = ^'}a'x^j\ 
et peut prendre la forme plas simple 

s » X 

Cette courbe se rencontre dans plusieurs questions (n*' 228) . 
2° i = — ^- On trouve une ellipse dont Téqualion est 

3** h=z hjs=z a. On obtient l'équation 

r = aa(i — oosO). 

La courbe est une des caustiques du cercle» le point lumi- 
neux étant sur la circonférence. A cause de sa forme» elle 
a reçu le nom de Cardioïde {Tnmsact, phii», i74i)« 

4° i = A = Ou trouve 

5® h = b = — Le lieu est un diamètre du cercle 

fixe, résultat facile à voir par la Géométrie. 

230. Soient A Torigine des axes, AM=:r, AH = ^. 
Les coordonnées de M sont x et jr^ celles de H, a et 6; 
« P est la disunoe inconnue. On a 

4x y — ^ f 

dx X — a 6 

io 
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ce qui donue 

(i) ««-h67 = a!*-4-«» = /^% 

(a) adx %dy = o. 

Or 



I » 



(•-^55) 

des équaiions (1) et cm dre 

1/6 X — 2a 

da y — 26 

et en snbstî tuant dans P, 

p=£:. 

r 



Ct Q» F. D. 



231. (Fi^. la.) Soient AB, BC, CD trois côtés consé- 
cutifs du polygone minimum, et prenons pour origine le 
point E, où se rencontrent AB et CD j la tangente BC doit 
être telle que le triangle £CB $oit maximum. Déterminon» 
le point de contact M par cette condition.. On a 

EC=jr-,_,, Ea=x-j'- 

C«E = -(.-.|yjsi„E. 

Pour le maximum on trouve, en différentiant, 
d^ydx ( dy\ { âx \ 

e|, en égalant à séro le dernier facteur du premier membre 
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de cette éqiuitioii, il ?»ent 



ce qui montre que le côté CB est partagé en deux parties 
ëgales par le point de contact. La même chose a donc lieu 
pour tous les côiés du polygone cherché. 

â3S. Soient n le nombre des points m| , , m, , ... ; 
Xp^ fp les coordonnées de ^, rj celles du point 
on a 

- -h (l, - jr)a]= cODSt,, 

Cl, en différenliant, toutes les quantités variables pouvant 
être considérées comme fonctions de Tune d'entre elles, 

(I) 2[(Ç-a:)rfÇ-f-(r,-j)^n]=2[(Ç-a:)i/j;4-(u-jr)<r]. 

Or 

puisque chaque normale passe par le point /a. On peut donc 
écrire l'équation (1) sous la forme 

d\ {n\ — Sx) 4- din (/i>i — 2f ) =s 

ou 

c*e8t-à-dire que la normale au lieu des points /x passe par 
le point qui a pour coordonnée» "J^^ 

G* F* D. 

233. L'origine étant au point A et la direcdon de la 
corde étant prise pour celle dte-l'a^ des il faut chercher 

le maximum de l'expression 



10. 
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Si Ton égale à zéro la difTérentîelle de celte quantité, dans 
laquelle y est une fonction donnée de il vient 

(0 



Soit N le point où la normale eu m reucoutie la corde ABj 
réqualion (1) revieut à 

AN m 

Am mA ' 

c*est-à-dire que la tangente au point m est également in- 
clinée sur A m et sur B//<. 

Solution géométriqiutn — La position du point m étant 
supposée connue, soit m' un point infiniment voisin. L'ac- 
croissement de la distance A m est égal k mm'sinmm' h\ 
la diminution de mB est mm' sux^nnn' d'où résulte, pour 
raccroissemeut iniiniment petit de la somme A/n + 'nB, 
la quantité mm! (sinmm'A — sinBmm'). Or, en vertu de 
la théorie du maximum des fonctions d'une variable, cet 
accroissement doit être un iniiniment petit d*ordre supé- 
rieur au premier. On a donc 

lim (sinnim' A — siaBnim') = o, ' 
ce qui donne le résultat déjà obtenu, 
m. Soient 

les équations des trois courbes; ^fji ^n/i» ^s^J» les 
coordonnées des points m, m,, m, pris sur ces courbes et 
lormant le triangle, m mimt, dout la surface A s'exprime 
par la formule 

A = =i= i [« (yi — j,) H- «• (/t — r) *« (r — )]• 
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Comme A dépend de trois variables indépcndanles x, Xj, Xj, 
la condition du maximum donne les trois équations 









-ï,). 


(* - 




= {r 


-rh 



Ces résultats expriment que la normale en chaque sommet 
est perpendiculaire à la droite qui joint les deux autres ) 
les normales aux courbes données se rencontrent donc en 
un même point. 

Dans le cas particulier énoncé, ^ ^ ^ étant L'équa- 
tion de TellipsC) on a 





■+■ 








X^X2 ' XX\ 


-h 




a* 




a* 


-h 


à* 



o, 



= 0, 



= 0. 



Comme la dernière équation résulte des deux premières, 
le problème n'est pas déterminé. Pour le déterminer, con- 
cevons que le point m soit donné et rapportons la courbe à 
deux diamètres conjugués. L*équation de Tellipse peut 
S'écrire 



le point m étant Textrémité du demi -diamètre ai. On 
trouve alors 

«, — «, = 0, (x, — a, ) H- ^nf — *; 0if — ar5 = o> 
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d'où 

«i = *i = — — > j^j = :e — —9 ji=:e • 

2 2 2 

U faut évidemment prendre j^t et j^i de signes contraires. 
D'ailleurs, à cause de Tobliquité des axes coordonnés, 
rexpression Â du numéro précédent doit être multipliée 

par si 110, 0 étant Tangle des axes. Il en résulte que la sur- 
face maximum du triangle est égale a 

n, 6| sin 0 z=: ^^^Î^* 

235. L'équation de lellipse étant 

la normale au point a:, / a pour écpiation 

et si l'on désigne par Xi , jtx les coordonnées du point où 
cette ligne rencontre obliquement la courbe, Pexpression 
dont on chercbe le maximum ou le minimum est 

(I) (X. -h (r. 

avec les conditions 

(3) = 

(4) «»jr;^-6«jr»=ii»*». 

Des relations (3) et (4) on déduit celle-ci : 

Les équations (i) et (a) donnent d'ailleurs 

j. — X* — y 

b^x ^ a'j ' ~ ^a*y+6*x^ 
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Eu portant ces valeurs dans (5), on eu tire 

^ 4(q*r'H-^*x')» _ 4^«(a« — c'a:')» 

Si Ton égale à zéro la diilërentieile de ce résultat, on 
trouve les deux aolutions : 

(6) x=o, 

(7) , = ±:-.y/_^. 

La dernière, combinée avec Téquation (3)| donne 



(6) 

Les relatioiis (7) et (8) définissent quatre points symétri* 
qnement situés par rapport aux axes et répondant à des lon« 
gneurs minimum, pourvu toutefois qu'on ait à* — a6*]>o. 

En eflet, les extrémités du grand axe répondent évidem- 
ment à des maximums, et l'on ne peut passer de l'un à 
l'autre sans rencontrer au moins un minimum; la symétrie 
de la courbe en doit d'ailleurs fournir au ihoins deux de 
chaque côté du grand axe. Il suit de la que la solution 
X = o correspond à un maximum. 

Les résultats changent si Ton a a' — ai^ <^ o ; les quatre 
minimums n'existent plus, et la solution x = o répond 
alors à un miniinuin. On s'assure facilement de cette der- 
nière circonstance en mettant sous la forme 

Si l'oti développe le second membre, en supposant x aussi 
petit qu'on veut, on trouve 
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ce qui démontre que rextrémitë du petit axe répond à un 

maximum quand on a ai*— a'<^o, cl à un minimum 
dans le cas contraire. 

La règle ordinaire pour ],a recherche des maximums et 
des minimums de J" (x) n'a pas donné les solutions maxi- 
mums répondant aux extrémités du grand axe. Cela tient à 
ce que« dans la question présente, on ne peut comparer 
à y (a) les deux expressions f{a-hh),f(a — 7^), «A étant 
un infiniment petit positif, vu qu'il n'y a pas de points de 
l'ellipse dont Tabscisse surpasse a. 

Remarque, — Si l'on cherche les valeurs de x% dans 
l'hypothèse a* — ai' ]>o, on trouve 

et ces coordonnées satisfont à l'équation de la développée- 
de Tellipse 

(aa:)^-|-(*j)^ = A 

(O. BOMXUET.) 

236. 1° L'angle de la tangente avec le rayon 'vecteur 
étant désigné par <p, on a 

tang f = a et sous^tang = ra. 

Soient ri et Bt les coordonnées polaires de l'extrémité de 
cette sous-tangente, on trouTe 

équation d'une autre spirale logarithmique qui ne difière 
de la proposée que par sa position dans le plan. 

a^ rt et $t étant les coordonnées de l'extrémité de la 
sous-normale, on a 
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équarîon d*une spirale encore identique à la proposée, 
mais autrement placée. 

Il suffit de considérer les points de la courbe donnée 

pour lesquels nQ n'excède pas Soient r et 6 les coor- 

données d'un point m pris sur celte courbe ; Ti et 0, celles 
du point correspondant du lieu cherché ; (p Taiiglc que la 
tangente eu m fait avec le rayon vecteur. Ou a 

tangf = — = — cotiiO. 

Il résulte généralement de là 

• = iiO — ^ H- AiCf 

k étant un entier quelconque. D'ailleurs, en supposant n 
positif, 9 représente un angle obtus, et Ton trouve facile- 
ment la relation 

• = - 4- 01 — 9. 

' 2 

Il suit de là qu'il faut prendre Ass i, ce qui donne 

0, — 0 = »0, 

et par suite, 



cosit9 = cos 



n -h J 
D'un autie côté, 

r, = rsinv = rcos/iO; 

d'où 



r,»-^'=«"^*cos-^e, 

n -+- I 



équation de même forme que la proposée. Le résultat n'eût 
pas été différent si Ton avait supposé n négatif. 

23B. Concevons là courbe rapportée à des axes rectan- 
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gulaires ox, oy, dont Torigine soit située, par rapport aux 
droites A et B, du même côté que le point m. Si l'on dé- 
signe par p la longueur de la perpendiculaire abaissée de 
rorigine sur A, par a et 6 les angles de cette perpendiculaire 
avec Taxe des x et l'axe des jr^ la distance de m à A aura 
pour expression 

p — xoosa —y ca»6. 

■ 

Semblablement, la distance de ce point à B peut s'écrire 

/?, — X cos ai — jr cosS|. 

Les coordonnées des poinu P et Q étant respectivement 
a et hy ai et &i , on a 



Vm = — «)» H- (jr — b)\ — ij{x — + — 
Uéquation de la normale est d'ailleurs 

df du df dv df du df flv^ 
du dx dv dx du djr dv djr 

Or on a, dans tous les cas, 

du du 

= - cos ( «, *), ^ = - ( «' )» 

dp . t \ d^ i \ 

en désignant généralement par (D, Di) l'angle des direc- 
tions des droites représentées par D et Di. L'éc[uation de la 
normale prend alors la forme 

X — .r Y - Y 

df" df ' ; df y 4/ 7 ~\ ' 

^ cos [u, *j -t- ^ cos (f, x) («, / ) H- ^ cos(»', jr) 

qui n'est autre chose que Texpression analytique du théo* 
rème énoncé. 
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239. Eu prenant l'axe des x pour axe polaire et 1 origine 
pour pôle, on a les formules 

X=:Kc(»e, T=Rsitte, 

où R et Ô désignent les coordonnées d'nn point queloom^ 
de la tangente. On a aussi 

«=rco80, y^rsÎDO, 

et par suite 

dj y sinÔ — /cosO 

dx /*cm9 -f-/sin9' 

J' et y étant mis pour / (6) et f (B)» L'équation proposée 
peut donc s'écrire 

(/Rsin© ~ sinÔ) (/'cosô ■+- /sinô) 

^-(/Ecose — cos6)(/cos0 — /'sinô) = o, 

on bien 

1 =/(e) cos (e - ô) -f-/' (e) sin (e - e). 

C. Q. F. T. 

Cette formule s'obtient aisément par la Géométrie. 

240. Rapportons )a courbe B à des axes rectangulaires. 
Soient t'mt la tangente commune à A et B ^ j;, / les coor- 
données du point de contact 'i, n celles du point |x. La 
longueur fim =s r et Tangle de sa direction avec une droite 
quelconque, invariablement liée à A , constituent un système 
de coordonnées polaires auquel on peut concevoir que sont 
rapportés les points de cette courbe. Cola posé, de l'équa- 
tion évidente 

on tire par la diffi$renllation 
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ds représentant l'élément de la courbe B. Or l'angle t' myi^ 
formé par le rajoa vecteur ^km et la direction nu'^ a pour 

cosinus — : ce cosinus est aussi égal a — -h — -r* 

ds' ^ r d* r d$ 

L'éqnation (i) se réduit donc à 

y — n dm 

oe qui démontre le théorème énoncé. 

§ XII. — Points singuliers, — Construction de courbes. 
3 fi 

241. — ? point d*iDfleuon. 

â4>â. « = o et « = c^^^9 points d'inflexioa. 
248. s = dt'^^ point d*iiiflenon. 

244. — >>i; « = <i, point d'inflexion; 
U tangente en ce point est parallèle à Taxe des x» 

^<Ci't xzzza^ point d'inflexion , 

tangente perpendiculaire à Taxe des x, 

24'5. (Fig, i3.) L'origine est un point triple; Tune des 
brânches touche Taxe des Xy les deux autres font avec ce 
même axe des angles dont les tangentes sont 

- -G) - 

246. {Fig. i4*) Point triple à Toriginc. En ce point, 
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^ a pour valeurs 



247. (Fîg, i^,) Trois points doubles : 



^• = 0, «=: — <», 



^ = — a, x = Oj 



248. (Fig. i6.) Point double à l'origine. Une tangente 
à Torigiae» diûerente de l'axe des touche la courbe au 
point pour lequel on a 

a'g 8« 

349. Hebroussement de première espèce pour x=sa, 

250. Quatre directions infinies. Deux branches asymp- 
totiqnes. L'asymptote parallèle à Taxe des jr coupe la 
courbe. Hebroussement de seconde espèce k l'origine. 

'251. (Fig. 17.) Deux branches infinies sans asymptotes. 
* .g/ 
Point d'inflexion pour x = — p a sur la branche qui 

s'étend indéfiniment dans la région T'OX. Rebrousscroent 
de seconde espèce à l'origine. 

2Ô2. (Fig, 18.) Deux points doubles pour j: = d= 2a. 
En ces points ^ ==t — • Quatre points d^inflexion. 

S53. {Fig. ao.) Asymptotes : == ^» jr = -f- 
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A l'origine, nîhrousscmrnl de première espèce. Qualre 
points d'inllexion, dont deux biiués sur l'axe des x, 

25^. L'équaiiou se ramène à 

— ; — ) ^) J- 

points d'inflexion. 

poinis mnlttpks, pour lesquels oo a 

dx a 

La courbe présente la forme de deux cœurs qai se craiaent. 
Quand assby elle se réduit au système de deux eUipses. 

355. (Fig, tg,) En substitoant des coordonnées polaires 
aux coordonnées rectiligncs, Téquation est résoluble par 
rapport au rayon vectenr. On la discute d'ailleurs» sans 

changer de coordonnées, en prenaul une inconnue auxi-> 

Haire f = — j ce qui donne 

I 

a« = / {a' t' -f- 4 A»f )* — «», 

t 

L'origine est un point triple, un point d inflexion et un 
point de rebroussenient. Les points de la portion fermée 
de la courbe qui sont les plus éloignés de l'axe des x et des^ 
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ont respectivemenl pour coordonnées 



X 



I 



L*ezamen de la dérivée exprimée en fonction de t fait 
connaître l'existence d*nn point d'inflexion sur la branche 

située dans T angle XOY'. 

996. La courbe a une infinité de points doubles, pour 
lesquels ^ == d= (kv)^^ k recevant toutes les valeurs en- 
tières positives. Elle a aussi une iniiiiiié de points isolés. 

Lorsque les courbes sont représentées par des équa- 
tions en coordonnées polaires, on trouve généralement les 

points d'inûexion en posant 

n est quelquefois avantageux de remplacer cette condition 
par celle-ci, qui lui est équivalente: 

du d^u 

u étant Tinverse du rayon vecteur. 

Pour la courbe dont il s'agit ici, la condition indiquée 
donne 

±:a>(40>— i) = o, 

d'où 

Gttte courbe, cas particulier des spirales dont Téqua- 
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tion est r== «5", a été désignée par Cotes sous le nom de 
Lituus (Harmonia mensutarum), 

258. L'équation (A) ou l'équation (B) du numéro pré- 
cédeui devient ici 

b9m*9 -f- Sasin'O — atf = o, 



ou, en posant 




(i) aifz* — 3az — 6 = 0. 

Si Ton a les trois racines de l'équaiion (i) sont 

réelles, mais Tune d'elles ne satisfait pas à la condition 
— I < sin Ô < I . 

Si a <I ^1 deux racines sont imaginaires. 11 en résulte 

que la conchoïde a quatre points d'inflexion quand a est 
plus graud que et deux seulement si a est plus petit 
que b, 

U y a également deux points d'inflexion si a =:b. 

La conchoïde peut se construire de la manière suivante, 
D*tui point fixe A on mène un rayon vecteur quelconque 
indéfini qui rencontre en B une droite XX' dont la posi— 

tion est invariable. A partir de B, on porte sur le rayon 
vecteur, et dans les deux sens, des longueurs BM, BN égales 
à une ligne donnée a ^ la conchoïde est le lieu décrit par les 
points M et N , quand on suppose que le rayon vecteur 
tourne autour du point A . 

Cette courbe fut imaginée par le géomètre Mcomède 
(environ i5o ans avant J.-C. ) pour résoudre les deux pro- 
blèmes , si célèbres chez les anciens, de la duplication du 
cube et de la trisection de Tangle. iNewton en a fait usage 
pour la construction des équations du troisième degré 
(Arithmétique universelle)^ et les architectes Vignole et 
Blondel Tout utilisée pour le tracé des fùto de colonne 
[Cours d'Architecture^ par d'Aviler). On peut substituer 
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à la base XX' une ligne quelconque, et Ton* obtient alors 

des conchotdes (V ordre supérieur. Dans le cas où l'on prend 
un cercle et où le point A est sur la circonférence, ou 
trouve le limaçon de Pascal. De Lahire a donné, dans les 
Mémoires de V Académie des Sciences (année 1708), un 
long travail snr les conchoîdes à base quelconque. 

259. (Fig. 31.) Asymptotes répondant à 0=: - et 

3 TT 

Q = à la distance a du pôle. 

Point multiple à Forigi ne. 

' Points d'inflexion donnés par Téquaiion 

3 cosO + a sia' 0 = o, 

ou 

2 tang'O 3 rang» 0 -h 3 = o, 
dont une seule racine est réelle. 

260. (Fig* 22.) L'axe des est une asymptote. 

Les points d'inflexion, autres que Torigine, sont déter- 
minés par Téquation ^ 

8cos*aO-t-3oos'2 0>f-6cosaOH- to= 

qui ne donne qu'une valeur réelle pour ces iQ. 

La plupart des courbes données dans ce paragraphe sont 
tirées de V Introduction à Varudjse des lignes courbes^ 
par Cramer (Genève, 17Ô0). 

$ Xm. — Ridons de courbure et développées des 

courbes planes, 

NoTATioas BT FORMULES. — p, rsyou de courbure en un 
point (x,/) ou (r, 0) d'une courbe donnée par l'équation 

1 1 
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^ ê 

c, n iigli^ delà tangente avec Taxe des x on l*aite polaire ; 

distance de l'origine à la tangente; 
a et o, coordonnées du centre de courbure^ 



I 

Il = - 
r 



\dx) dy* dje'dydxdy \dY} dx> 

[-(f.!T J-(î:)T 



r» 



di , d^p dr 



Lesquantités pelrse rapportant à un point d'une courbe, 
/?! et Tf an point eorrespondant de la développée, on a 

Si 'à désigne Tangle des axes, on a 
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261. On tire imm^dialenicnt (le 1 équation 



s 



Par suite, 
On a ensuite 



P-/ = -r^^-^ — — ^5 

d'où 
De plus, 

a — «=(;»-h^4f) ~i — s- 

ce qui donne 



et comme Téquation proposée peut s*ëcrîre 

«r' = (/'-+- 7*)' 

il en résulte 

(1 ^Yiçy* -+-/»')• 7 «)•; 

ou bien, en tenant compte de la ixilalion (i), 

. (^)'-'e)'=i-"'- 

Pour^ = o, réquation (2) se réduit à une ideuliléj mais 
eu la mettant sous la forme 

'g\i 



I 

ï 



II. 



Digitized by Google 



l64 CALCUL DIFFéaUlTIBL. 

et prenant la vraie valeur dn second înembre'pour ^ = o. 



on trouve 



équation connue de la développée de la parabole. 
f 3«» 



7 . 



dott 

La parabole semi-rubique est la première courbe qui ail 
été rectitiéc. Cette recliticalion fut trouvée presque en même 
temps par Van Uenraet, Neil et Fermât. 

(20 — x)* [2(1 — xy 

de là 

_ a {8a — 3jr)' j' 
3(2«— 

et 

4o96a'a+ I i52<i'6'-+- 276*= o. 

d« « 
OU 

1 

pu» 

a-6 = U^-^^)*, 
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ay 

= — i , a = x — a\tf " H- 1/ ; 



6 



(1 où 



^ -i^log i— , i-» 

et enfin 

, 6 rh (6* — 8«»)' 6' -»- 4«» ± 6 (€« — Sa»)'» 

«_«l0g 

Huyghens a donné à celte courbe le nom qu'elle porte. 
S66. p = ^- 



6 



d'où 



a=a\o& i ~ — — 7 - 



La chaînette est la courbe que figure un fil homogène 
pesanti flexible et inextensible, et dont les extrémités sont 
fixes. 
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t 

.0 V» 



d'oà 



6 = —, a =- — aloii 9 

jr r 

6 = 1(4^ + 1^"^). 



La chaloette est donc la développée de la tracirice. 

Dans cette deroîère courbe, la portion de tangente coùi* 
prise entre le point de contact et Taxe des x est constante, 
propriété qui lui a fait donner le nom de courbe aux laii" 
génies égales» . 

368. En faisant usage des formules (c) et (d) de ce pa- 
ragraphe, et posant 

et 

r = 

OD a 

r 



mr, 



II en résulte que la développée est une spirale logarilh- 
mique égale à la proposée; elle se confond d'ailleurs avec 
le lieu des extrémités de la soua-normalc polaire. 

La spirale logarithmique peut être à elle-même sa déve- 
loppée. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que Tex* 
trémité du rayon aboutisse k la courbe* On doit donc 
avoir en même temps, puisque les deux rayons r et ri sont 
perpendiculaires, 



Comme on a de plus r ss ari, la conditionr cherchée revi«Dt 
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à celle-ci : 

Ot,:=::i C OU st ~ V • 

Il faiii et îl saflit qu*oti puisse dëtermÎDer un nombre en- 
tier k satisfaisant à cette é<|uation. 

Cettt; courbe se reproduit de plusieurs autres manières. 
Sa développante, ses caustiques par rétiexiou et par réfrac- 
tion en supposant le point Jumineux an pôle, le lieu du 
pèle d'une spirale roulant sur une spirale éixe égale, sontdes 
courbes égales à la proposée. Ces propriétés remarquables 
ont excité Tadmiration de Jacques BemouUi. Il la nomme 
en effet spira niirahilis^ et la regaixîe comme le type de la 
constance, le SYmlK)le de la résurrcf linn , \ oici hî cui ieuK 
passage où il donne carrière à sou enthousiasme : 

« Gum aalem ob proprietalem tara singnlarcm lamqtte 
» admirabilem mire miUi placeat spira baec mirabilis, sic 
» ut ejns contemplatione satia ri vix queam, cogitavi illam 

» ad res varias symbolice repraîsenlandas non inconcinne 
» adhiberi posse. Quoniam euim semper siniilem et eam- 
» dem spiram gignit, utcumque volvatur, evolvatur, ra- 
» diet, hlnc poterit esse vel sobolis parentîbus per omnta 
)> similis emblema: sùntllima JUia matri.,,, Aut, si ma- 
» vis, quia eurva nostra mirabilis in ipsa mutatione sem- 
» per sîbi constantissîme manet similis et numéro eadem, 
» poterit esse vel forlitudinis et constantiîe in adversilali- 
n bus, vel eliam carnis iiostrfc, post varias alteraliones et 
» tandem ipsam quoquc mortcra, ejusdem numéro resur» 
» rectur.T syiubolum; adeo quidcm ut si Archimedem 
» imitandi hodienam consuetudo obtineret, libenter spi- 
» rambanc tumulo meojuberem incidi cum epigrapbe : 
» Eadem mtOata resurget. 1» {Actaeruditomm^ ann. 1692, 
p. 212.) 

Descartes s est occupe le premier de la spirale lojjarilli- 
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mique. Il la déliuil par la propriété que possède le rayon 
vecteur de faire un angle constant avec la tangente. 

Soit (p l'angle du rayon >ecleur avec la tangente en 
un point de la courbe ^ Téquatioa revient à celle-ci : 

(r» — a»)^ 
ungf ^ j — î 

par suite, 

et, eu vertu de la formolc (c), p. i6a, 
(2) p»=r»— 

Rapprocbant ces résultats des formules il vient 

pi — /"i 

pour Véquation de la développée, laquelle est évidemment 
un cercle. 

On reconnaît d'ailleurs, dans Téquation proposée, l'é- 
quation ditléreutielle de la développante du cercle. 

270. L*équatioii de la courbe étant 
et aussi 

on trouve d'abord 

à* fl* a 

f — J. 3r ^ • * 

3(«»-hj»)' 3(cosae)' 

puis 

^ 3(C0S2Ô)' 



ces' 6 



^ 3(cosa«j' 
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d*où 

Cette équation, débarrassée de radicaux» prend la forme 

-|l(4a»~9P>-9«*)»«* = o. 

271. L'épicydoïde étant représentée par les deux équa- 
tions 

ijL — ^a-^b) cos'ô — 6 COS — — Ô, 

(0 < r 

i a -h o 

1 j = (tf -H 6) sin ô — sin — j — 

on en tire 

djn a -h 2 b nQ 
= 2(a -h t»i cos T — ôsin -7 ♦ 

^ = 2 (« -h *)sin r — ôsin , , 

dQ 20 26 

dr . a -\- 2,b ^ d^y a-\-ih I 
^=::tai,g-— — ô, = 



•» ^ 'COS» _9siD— - 

nb 

Par suiie, 

, -(_y2 Ab{a-^b\ a %b ^ . aQ 
— ^ Gos Osin — 6 — 



(2) 



^ = — i-i: — . ' sin ; — 6sm— T = a — 



De là et des équations (1) résultent les relations : 

, ib(a-^b) ^ . a9 



/i/^ ( a -\- b . « ^ *\ 

a 7 — — cosG + ces — 7 — fi I » 
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Il suffirait de remplacer b par — b pour avoir Jes formules 
qui conviennent à rhypocydoïde. 

Les équations (3) représentent la développée demandée. 

On voit qu'elle est aussi une courbe du genre épicycloïde. 
En eliangeant d'axes rectangulaires sans déjilacer Toi igine, 
ou peut metti-e les équations (3) sous la iorme des équa- 
tions (i). 

272. 1^ De Téquation évidente 

p 5= JTîûn a — y cosa, 



on tire 



dp = (xcosa H-^sin a) da^ 



- = — p-h eus a/Zr sio ad^. 



Or, 



doue 



eÙK . dr fis 
as ds ^ da 



tdr 

a** Pour obtenir la relation p s , il suilit de diffé- 

dp 

rentier Téquation 

P 



et de comparer le résultat à la formule (b) de ce para- 
graphe. 

273. La relation (i) se ramène à rellc-ei : 

% 

7.ft-j-=^ T"' 

ai r* 
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OÙ le premier membre peut être regardé comme précédé 
du signe ±:. 

Or la valeur de p [formule (a), p. peut s^écrire 



d 

P — 



ce qui donne 



_ 

Ou a d'ailleurs, jN clanl la longueur do la nuruialo, 
d'où 

et par suite 

I i I 

L'équatîon proposée appartient à la oourbe décrite par 
l^nn des foyers d'une ellipse qui roule sans glisser sur 
Taxe des x (DcLiviiAT, Journal deUouvUie^ t. VI). Cette 
courbe jouît aussi de la propriété d'engendrer, par sa ré- 

voluiion autour du même axe, la surface minimum qui 
renferme un volume donné. 

S74. La condition du maximum ou du minimum est ex- 
primée par réquatioii 

5^ = *^' 

ou 

1.1 -£[•*(£)•]- 

D'ailleurs» Téqnation du cercle osculateur étant 
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OU a 

DifféreDlianl Féquation (3) par rapport à X, il vient 

et, à cause des relatiooft (a) et (3), 

ce qui démontre le théorème énoncé. 
975. L'équaliou proposée peut s'écrire 

en supposant les courbes rapportées à des coordounées po- 
laires dontO est le pôle, et désignant par t^^^..., û 
les rayons vecteurs des points Ai, A«,..., A., M. 

Les quantités â ainsi que A sont des fonctions de Tangle 
que £iit la transversale avec Taxe polaire ; en différentiant 
deux fois Téquation (i) par rapport à cet angle, il vient 

D'un autre côté, 

cos«=: j. r-i 

d OÙ 

* ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ • 
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de mèine, 

Rcos'f*~ A* 
Donc, en tenant compte des équations (i) et (a), 

C. Q. F. D* 

§ XIV. — Géométrie à trois dimensions. 

Notations et fokmlles. — En un point m {.r, > , z) 
d'une courbe on peut concevoir trois lignes droites rectan- 
gulaires entre elles, savoir : la tangente, la normale prin> 
GÎpale et la perpendiculaire au plan osculateur. Sur cha» 
cune d'elles il existe deux directions différentes : Tune est 
définie par les cosinus des angles que fait cette droite avec 
les directions positives des axes coordonnés, et la direc- 
tion opposée par ces mêmes cosinus changés de signe. 
Pour abréger, nous appellerons cosinus directeurs d'une 
droite ou d'une direction quelconque ceux qui définissent 
ainsi une direction déterminée^ et ces mots: la direction 
(a, hy c), désigneront celle d'une droite ayant a, 6, ç pour 
cosinus directeurs. On pourra même substituer à ces oosi* 
nus des quantités qui leur seront proportionnelles. 

Quelques-uns des résultats exprimés par les formules qui 
suivent seront démontrés dans ce paragraphe. 

a, ^, cosinus directeurs de la tan^'ente; 

\, p, V, cosinus directeurs de la normale principale; 
«» 6, 7, cosinus directeurs de Vaxr du plan oscillateur, 

" ou simplement de Vaxc, 

ûj, angle de contingence ou première flexionj 
tt, angle de torsion ou seconde flexion ; 
p, rayon de courbure j r, rayon de la seconde courbure. 
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iot = bv — cp, 6r-=el — «Vf 7 = «f» — 
, a - fi7 — vo, b - z va — >.7, <? — X6 — p^a. 



r/.i- , tir ''s 
tfX aj 



, -m -m -(fx) 



p '/.V ai 

; ï w 

(/^ |*=^î^=-l^ v=i?=-^2. (N^OT.) 

{ff) 4tA = aM^au, <ffft = C«~£*», «/y = 711 — CM. (N®3fI9.) 

Les formules (/) jouent «n rôle aaaes important dans 

Téiude des courbes à double courbure. Ou peut remar- 



Digitized by Google 



SOLUTIONS. tyi} 

quer que l'une quelconque des égaillés 

fia dx db rfS de r/y 

n*est que Texpression analytique de ce ihéorème : 

Le rapport des flexious d'une courbe en un point eèt égal 
au rapport des accroissements que subissent» en passant de 

re point à un point iii6niment voisin, les cosinus des 

aiifjliîs d'une droite quelconque avec la langente et l'axe du 
plan osculaleur. 

2f76. 1^ Soient s les coordonnées d*un point m de 
la droite D ; Xx^j^^ Zi celles d'un point Wt de la droite Dt, 

et posons 







b s — e 






y 


j^. — «1 _ yi 




bt z, — c, 


«1 


6. 


7i 



La condition du minimum donne la relation 
D*ailleurs, 

dx -^xdhj rly rrz^dh^ riz '-yd//. 



(*) Cm foromle» sont quelquefois désignée» sous le mm ééJtmHên ê» 

M. Senetf comme on le voit dans le Traité de Calcul tUfféientiel dû à 
M. Bertrand. C'est là une dénomination erronée. Le thcorème cité dans le 
texte, et qui, sauf la notation algébrique, est identique aux formules {h), 
a (>té donne en 18/(7 par l'auteur du présent Recueil d'ExereiceSf landi» 
que Textrait d'une Lettre à M. Lioirrïlle, oû M. Serrrt fkU eonnattre les 
mêmes forninles, n'a paru qae trois ans pins tard. (Mosoa, ÂppliemUom de 
CÀmûtyie à U Géomitriet édition LiooviUe.) De plni, les formules ellea- 
mémesetp1asi<^iirs de leurs conséquences se trouYsient, dès la fin de iS^y» 
entre les mains de nilustre rédacteur du Journal de Mathématiques, {Voir 
les ffouvellet Annales de Mathématiques, année iSf)/), p. 38.^.) 
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d'oùy à cause de rindépendance de h et /it , 

(3) — -hlj — ri)^ — 

(4) {x — x.) a, -f- (r — Ji) 6, -h (» — »,)7, = o. 

Ces équations expriment que la ligne mm^ est perpendi- 
culaire à chacune des droites données. On en tire 



X 



La valeur commune de ces rapports est 



en désignant par à la plus courte disunce, et par V Tangle 
des deux droites. 

Il résulte de là que les valeurs r des cosinus direc- 
teurs de Tune des directions de la plus courte distance sont 
données par les formules 

/A\ «-_^7i--7€. Y«' — «Vi — 

^ ' SJD V ' 810 V sin V 

a® On déduit des équations (5) et (6) 
et par suite, 

(7) ^i/>'-^-Ç*-^'''):?=*==t:[/>(«-«.)-H^(r--ri)-Hr(»--8,)]. 
D*un autre côté, 

* 

«r — X| zr: a — o , -'- y. h — 

(8) { — = A — A, -f- 6/* — 6, A„ 

s — «I = c — f, -h 7A — 7iA„ 
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d'où 

en tenant compte des relations évidentes 

(9) /»« + 76 -h ry = G, /?ai -f-^ê, H-ry, = 0. 

Les équations (j) et (9) douaent enfiu 

* = ±: [/>(« — «1) -H 7 — *i) — Cl)], 
c*est-à-dire 

j _ ^ (^-g.)(6y.-7g«) -^(^-^■U7«.-'«7i)-*-(g-g.)(«6.-6«ij 

sinV ' 

où l'on peut concevoir sin V remplacé par sa valeur 

3® Pour le calcul des coordonnées des points m et nii, 
il suffit de déterminer ketki. Or, si Ton multiplie respec- 
tivement para, S, y les équations (8) et qu^on ajoute les 
résultats, il vient 

o = a(a — At) + € — ^«) + Y (£ — Cl) + A — A,cosV. 

On trouverait semblablement 

0=a,(a — — 7, (c--c,)-4-AcosV— 

doù 

Asin^ V ~ ( fl — û, ) (a. cos V — a) H- ( 6 — ^i) (6, cos V — 6) 
•+■ {c — c,)(7,cosV — y). 

Observant que le binôme «i cos V « peut être mis sous la 
forme 

a, («a, H- €6, H- 771 ) ~ a = 7, (7», — y,a) —6, (a6|— «,6) 

= smV(97i— rSt), 

13 
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il Vient 

sin V 

On obtiendrait pour une formule tout à faîi semblable. 

L^analogie des expressions h et $ est manifeste. Elle 
tient précisément à celte circonstance, facile à reconnaître 
par la Géométrie, que la longueur h sin V est la plus courte 
distaDce de la droite Di et d'une parallèle à la perpendicu- 
laire commune, menée par le point (a, c), 

277. Démontrons d'abord que la droite dont la direction 

est définie par les cosinus ^ est perpendiculaire 



à la fois à la tangente et à Taxe du plan osculaleur. 11 suffît, 
pour cela, d'établir les relations 

ada -f- bd^ ■+- cr/y — o, 
« J« -f- 6</€ 4- 7 «^7 = o ; 

or, la dernière résulte évidemment de 

et la première de celle qu*on obtient en différentîant la 

suivante, 

aa + 66 -t- ye = 0, 

« 

et remarquant qu'on a 

ada H- ^db'-h y de = o , 

à cause des équations (i). 

11 suit de là que Ton peut poser 



.fia, ' d^ »i_ '^Y 

u u » 

mais il est permb de donner à Tangle de torsion un signe 
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.tel, que ces relations coïncident avec les équations (2). 
Sous cette forme, elles reproduisent Texpression habituelle 
de l'angle de torsion [formule (e), p. 174]- 

278. Ces équations donnent 
De la relation 

^ da dsd^x — dxd^s 

» u di^ 

on tire 

tàds^,dk -h \d[bids^) — dsd^x — dxd*si 

on aurait aussi 

flfp + ^d{»ds^} — dsd^y — dy d^s^ 

Si Ton multiplie par a la première de ces équations, par 6 
la seconde, par y la troisième, etqu*on ajoute les résultats, 
il vient 

»dstt = ad*s H- 6rf*jr -\-yd*z. 

Remplaçant dans cette relation « par — ^» 6 et 7 

par des expressions analogues, on trouve la formule connue. 

279. En un point M d une courbe, la tangente, la nor- 
male princnpale el l'axe du plan osculateur déterminent 
trois plans qui forment huit angles trièdres tri*rectangles. 
Les arêtes de Tun de ces trièdres sont parfaitement définies 
par les cosinus directeurs a, 6, c; X, ^, 0e, 6, y entre 
lesquels on a les relations 

(a) 0c = 6y — Cf*, > = 6c — 7^, â = ^7 — v6, 

et six autres qu'il est inutile d'écrire (p. 174)* 
Gela posé, on a par la différentiatîon 

d'k = 6r/c — ydb ■+■ cd& — ùdy. 

_ 12. 
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Or, d'après les formules {/) de la page 174, 

par suile, 

et, à cause des relations {b), p. 174^ 

d\ = au — au. 

On obtieudraît de la même manière les valeurs de dft et de 
//y. Si ê désigne Tangle de deuY normales principales con- 
sécutives, on trouve 

(3) Ô' = dl* -h JfA» -h </v»= «S 

puisqu'on a 

aa 'h^b'hye = o. 

La relalion (3) est due à Lancret. 

280. Si Ton convient de représenter les quantités rela- 
tives à Ml par les lettres adoptées pour les quantités ana- 
logues qui se rapportent à M, en les accompagnant de 

rindicei,ona 

d*où 

elxt^ dx H- -\- "kdp, 

d9i=:dz -h ^d"» H- vd^i 

ou bien, en remplaçant àX^ dii, dv par leurs valeurs 
(n° 279), 

Il eu résulte 

(1) a«i-»- A*iH-«c, = 0, 

(3) «a, 4. €6, H- 7e, = 



Digitized by 



S0i.VTI01l8. l8l 

«i par suite 

Les équations (i), (a) et (3) montrent que la tangente au 
lieu des centres de courbure est dans le plan normal de 

la courbe donuée, et fait avec la normale principale au 

point M un angle dont la tangente est ^« Cet angle n*est 

P 

égal à zéro, en général, que pour les courbes planes. 

Par suite d'un calcul incomplet, Lagrange avait été con- 
duit à ce résultat que le lieu des centres de courbure peut 
avoir pour tangentes les normales principales de la courbe 
{Fonctions analytiques). Cette assertion inexacte ne lui 
serait pas échappée, comme Ta fait voir M. Poinsot, s'il eut 
poussé ses calculs un peu plus loin. 

281. Le plan rectifiant au point (x^j^ x) a pour équa- 
tion (p. 173) 

(I) (X-x)X H- (Y -r)ft -h (2~ z)» = o. 

En la combinant avec celle-ci, 

(X — «)rfX-h(T— j)^/^-4-(Z — 2)rf»=X€te4- fii/r-hvrfs=o, 
on en conclut les équations de la droite rectifiante, qui sont 

X— X Y - r 7. — Z 

ftdv — yd^t vdX — kdv kd\i. — fid'k 

Remarquant qu'où a [formules (b) et (^), p. 174J 
f»</v — v<ffft=:^ fi(7« — tf»)— •i»(6i« — 6«>) = att H- a*>> 

et des expressions analogues pour les autres dénominateurs, 
ou met ces équations sous la forme 

011 H- «M> 6cf -h 6tt» Ctt ■+- 7« ' 
d'où résulte que les cosinus directeurs de la rectifiante 
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sont 

+ «M 6tt + ^6) eu + 7b> 

V«'-h«i' ya'-j-w» V"'^-«' 

par suite, cette droite fait avec la tangente un angle dont 

le cosinus est égal à ' Si donc on prend sur cette 

V«» -h »* 

tangente & partir dn point M une longueur MA = et 

(ju'on mène par le point A une parallèle à l'axe du plan 
osculaieur. ( elle pai ailèle rencontre la rectiiianle en un 
point b tel, qu'on a 

AB = — = r. 

Le plan normal au point z) de la courbe a 

pour équation (p. 173) 

(1) (X-x)«-h(Y-r)^ -«-(Z~»)'? = » = Of 

et la recherche des coordonnées du centre de la sphère 
osculatrice revient à déterminer les valeurs de X, Y, Z qui 
satisfont an système 

(2) N = o, rfN = o, i/»N = o, 

les différentielles étant prises par rapport à une variable 
indépendante dont tontes les autres variables sont des fonc- 
tions. La seconde équation de ce système prend la forme 

et la troisième revient à 

Les équations (1) <;t (4) donnent immédiatement 
X-« Y— r Z-z 



, ,de .db ,dtt ,tiv ,db . ,da 

bd 1 « -T- ed- «a ad^ bd-r- 

as ds dt ds €U ds 
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ou 

X-^ g Y — 7 _ Z — z 

.ibde — tdb\ ,(cda — ade\ .(aâk — bda\ 



Or on a [ibrmules (/'), p« 174] 

bdc — cdb bv — c 



De là, et d autres transformations analogues, on conclut 

paX-Harfp pa^-|-6</p puv-i-ydp 

_ (X — j;) X -h (Y - r)f^ H- ( Z — a ) y 

p« 

Or, Féqaarîon (3) pent s*éerire 

(X - x)X -h (Y-/)pH- (Z- z)v = p; 

par suite, 

X — - « = pX -f- r ^ a, 

do ^ 

Y-jr=p^-hr^6, 
Z- ?=pv-l-r^y; 

et si l'on désigne par R le rayon de la sphère osculatrice, 
on a 

283. D'après les formules (y ), p. 

da db de «> 

en désignant par m une constante. 
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D*oiù, en iotégrant, 

et, par suite, 

équation qui se réduit à 

. dx -.dr ^dz 

et montre que la langenlc en cliaque point de la courbe fait 
un angle constant avec une droite fixe dont les cosinus 
directeurs sont proportionnels à A, B, C. C'est la propriété 
caractéristique de l'hélice tracée sur un cylindre à base 
quelconque. 

Les formules (/) de la page 174 donnent les re* 

lations 

da da. 
de d'i 

d'où, en désignant par A, B, C des constantes arbitraires, 
(i) pa + ra = A, pè-i-r6 = B, pc-l-r7 = C# 

On déduit de là saus difficulté 

Al-f-Bp+Gv=o, Aa+B6-f-Cc=:^f>, Aa-f-BC-t-C7=r. 

Ces dernières équations montrent qu'il existe une droite 
fixe, perpendiculaire â la normale principale de la courbe, 
et faisant des angles constants avec la tangente et l'axe du 
plan osculateur. Les cosinus directeurs de cette droite sont 
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proportionnels à A , B, C, et si Ton suppose qu elle soit prise 

pour Taxe des on a 

A = Oy B = o, 

d'où résulte 

(a) pa+ra=i^O, p6 4-r6=2 0, V — o. 

On trouve aussi c constant, ce qui devait être (n** 383). Si 

Ton observe qu en général 

a=&v — Cffty € = cX — <fv, 
les équations (2) nous donnent 



ou bien 



ou enfin 



(Ib , da 



dx — crd ~- » dr ~ — crd ^ - 
as as 



On tire immédiatement de là, en désignant par et 
deux constantes arbitraires, 



</y • dx 

c — xt= cr " " 

et par suite, 



'{s—x^jdx -t- (x — X»)djr=:oi 

par conséqueut, 

(* — -h {jr — = const,, 

équation qui représente un cylindre à base circulaire* 

â85. Désignons toutes les quantités qui se rapportent au 
point. Ml de la deuxième cQurbe par les mêmes lettres adop- 
tées pour les quantités relatives au point M, en les accompa- 
gnant de Tindice i. On a (p. 178 ) 
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On en tire 

dxt =dx hd\f dxiz=z djr -h hd^ d!S| </« 4- hài», 
ou bien 

Uidst ads -4- hd\^ h^dsy — bds 4- hd]*.^ Ci — cds -f- hd-*. 

Il en résulte 

ds A«i 

aa, -4- -h ccx = T • 

Telle est la valeur du cosinus de Tangle qqe fait la tan- 
gente en Ml avec la tangente en M. Quant au Qosinus de 
Fangle <|ue la première tangente fait avec la normale prin- 
cipale en M, il est égal à zéro, puisqu'on a 

On trouve enfin, pour le cosinus du troisième angle 
cherché, 

^ , ha 

D'ailleurs, la somme des carrés de ces trois cosinus doit 
être ^ale à i ; d'où résulte 

j 

ds,=^yl{ds^ A»)» -t- /<»/<» = j^^i _ -f- ^ J . 

286. i" Conservant les mêmes notations que dans le pré- 
cédent numéro, il faut et il suffit que la tangente eu Mi soit 
perpendiculaire au plan normal en M, ce qui exige qu'on 
ait 

«Al -h S è| + ye, = 

ou bien 

a = o, 

c est-à-dirc (|ne la courlu' soil plane. 

a" Les cosinus directeurs de la normale principale eu Mi 
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sont 



da^ t/b, (h\ 
— , , — 

&>! U| b>| 



il faut et il saffit que sa direction soît perpendiculaire au 
plan rectifiant en M (n** 281), ce qui conduit à chercher la 
valeur du trinôme 

Or, on a (n<> 285) 

/ja * 

H- 50i -f- 7C1 r:r. — 

par suite, 

xdax -h^dbt-i-ydci ■+ aidx-h bidfî Cid-^ =1 d » 

et en vertu des relations 

rfa = — Xuj — pa, 1/7=: — vu, 

la dernière équation se réduit à 

adût^-^dbi 4- ydct = d — j i 

la condition cherchée est donc exprimée par 
d*où Ton tire 

h A 
- -K - 



A désignant une constante. 

Ce résultat est dû à M. Berti*and. 

287. i** et 2" Soi en t. r, y, z les coordonnées d un point M 
de la courbe qu'on peut appeler la courbe directrice ; Z, m, n 
les cosinus directeurs de la génératrice qui passe en M. 
Pour un point voisin sur la courbe, les quantités analogues 
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seront XH-Ax, y -i- A^ , z Az, ni-h^tn, 
n ùkTi. Les équations du n" '270 donnent immédiatement, 
pour les cosinus directeurs de la plus courte distance de 
deux génératiices dont l'angle est 

m\n — nàm nài — l An ISm — màl 

; , : — , , 

SIO V sin sm v 

et pour la plus courte distaoce elle-même, 

. àx{màm — nàm)-\'àx {^^i — l&n) + Às(/Aiir — mA/) 

o = ; ' • 

sino 

Les limites cherchées sont alors 

mdn — ndm ntU — Ubi Idm — miil 
> » » 

ç p 9 ' 

S dx{mdn — ndm ) -h dy [ndl — Idn ) H- dz {Idm — mdi) 
- — ; » 

où 



V :^ \l dl' dtn^ -¥ dnK 

3^ Soit h la distance du point M au point cherché M| 
dont les coordonnées sont â?!,^ }, zj', on a 

X, — *= A/, jTi —y = Apf «I — A», 

et par suite (n<> 276, S""), 

dxdl + dydm + didn 

* = P 

M. Chasles a donné au point Mi le nom de point centrai. 
Observons que la direction définie par les cosinus direc^ 

teurs^9 ^9 '^^^^ perpendiculaire à la fois à la généra- 
trice en M et à la direction limite de la plus courte distance ; 
il en résulte que le plan qui a pour équation 

(X — ) i// -î- ( Y — ) rfm -f- (Z — s») rf« = o 
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conlieni la génératrice qui passe en M el la position limik; 
de la plus courte distance. Il a été désigné par M. Bour 
sous le nom de plan central. 

288. Si Ton pose^ ss a> ~ = = c,etqu*ondé- 

veloppe suivant la série de Taylor toutes les différences A 
qui entrent dans la formule qui donne è (n^ ^7), l'arc s 
de la courbe directrice étant pris pour variable indépen- 
dante et As désignée par e, on a 

Ax = flf -h «' - H-tf* ^ 



a 1.2.3 



— ■ - I • * « ■ 

el d'autres formules analogues pour Aj, Az, Am, An. 
Pour trouver ce que devient alors il suffit, à cause de la 
symétrie des calculs, de considérer l'expression 

ùkje(m^n — nàm)f 

qui prend la forme 

- # , d[aimn' — nm')\ 
•»« {mte — nm') 4- - — ^ '-^ -h ... ; 

par suite, 

smV \ ^ as / 

où 

P= « {W — jim') -h 6 (il/' — tn') 4- c (//«'-. ml'). 

Si cette quantité est nulle identiquement, Test aussi, 

ce qui démontre Je théorème énoncé. 

289. En égalant à zéro la quantité P du numéro précé- 
dent, on a Téquation 

(A) dx{mdn ndm ) +.<r (««f/ — ldn)'^tlt (Idm — mtU) = o. 
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Elle exprime que, pour toute surface réglée qui y satisfait, 
la direction définie par les binômes 

mdn — nd/fiy ndl — Idn^ Idm — mdly 

déjà perpendiculaire à la génératrice« Test aussi à la 
courbe directrice au point M où celte courbe est rencon- 
trée par la génératrice. C'est donc aussi la direction de la 
normale en M à la surface; et comme elle ne diflf^re pas 

de la direction limite de la plus courte distance de la géné- 
ratrice considérée à la génératrice infiniment voisine, elle 
ne dépend nullement de la courbe directrice et demeure 
la même tout le long de la génératrice. On peut d'ailleurs 
reconnaître facilement que cette direction est perpendi- 
culaire à toute courbe tracée sur la surface an point 
(l^ ^^K) courbe rencontre la génératrice. On a 

en eliet, en posant = R, 

et par suite, 

d\z=dx -k-h.dl + Id^Ly du — d/ -h Kdm mdR, 
d'où Ton tire 

dli{mdn — ndt» j -+- dn (ndl — Ida) -h d^(ldm — mdl) = o. 

L'équation (A) caractéi"ise les surfaces développables 
et peut leur servir de déiiuition analytique. 

290. Prenons uu point ft y], {*) sur la génératrice qui 
passe en M, et désignons par R la distance fiM. On a 

du — f/^ rrt Rrfp -I- prfR, 

d\~ dz r Ré^v -h vû^R, 

et il s'agit de prouver qu'on peut déterminer le point fA de 
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lellt; sont; que les quaulitc's J^, ^/yj, soient proportion- 
ueiles à /, m, ri. Or, la direction m, n est perpendicu- 
laire k celle de la plus courte distance, et aussi à Taxe du 

p/an central iu? 287), dont les cosinus directeurs sont — 9 

V 

du dv ^ 

— ; il laut donc qu on ait 
99 * 

rfÇ (mdn -h ndm) dn (ndi -i- idn) -h d^ {Idm — mdl) — o 

et 

didi-^-dindm -hd^dn^o. 

Ob sait que la première équation est. satisfaite (n^'âSd), et 
la seconde le sera également si Ton pose 

da:dl -+- djdm -f- dzdn 

~ dP -{- dm^ -t^di^ 

Ce résultat démontre que les géDératrices de la surface 
sont les tangentes du lieu des points centraux (n® 287), qui 
n est ici autre chose que Varéte de rebroussemenl de la 
surface dt;veloppabIe. 

La réciproque du théorème se voit immédiatement. 

991. Si l'on prend Tarète de rebroussement pour 

courbe directrice de la surtace dévcloppablc (n** 290), les 
cosinus l, m, n deviennent rcspeclivenieul égaux à rz, Z>, c 
(formules de la page 17%^* Or, Taxe du plan osculateur 
de l'arête de rebroussement est perpendiculaire à la direc- 
tion (n, 6, c) et à la direction (da^ dby dc)\ la normale 
à la surface Test également, puisqu^on a la relation 

dx{mdn — ndm ) + <^ {ndl — Idn ) -f- dz{ltlm — mdt) = o, 

et Tidentité 

dl(mdn — ndm) -h dm {ndl — Idn) + tin [Idm — mdi) = o; 
le théorème est donc démontré. 
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292. Outre réqualion ( A) du 289^ qui peut s'écrire 
<//( in — Cl») -f- dm (ei — an) dn (am — hl) — O, 

on a 

Idl -+- mdm -h ndn — o, 

d'où 

dl dm 



m [am — é/) — Ji (el — an) n {bn — cm) — / (an — 6/) 

^ dn 

l(cl — an) — m(bn — em)* 

Or, 

m(am — bl) — n(el — an)=za — l[at'hbm-^en)z=:a — /ootO, 

et les autres déoominateurs dooneut des résultats sem- 
blables. 

293. 1° Les équations générales du n° 292 deviennent ici 

(1) — = -r. = — =: J dl* dm' -h dn\ 
' a b c ' 

Si Ton désigne par f ranj^le de la génératrice avec l'axe 
du plan oscnlateor «a point M de la courbe directrice, 
on a I 

(2) /a + JnC + «7 = cosf, X/H-pm +«ii= sinf» 

et par conséquent, 

(3) IdoL-h mdî -h ndy -h aitt-h^dm -hydnrs — moifdf. 

Transformant ce résultat au moyen des équations (i) et 
des formules connues, 

(4) 

il vient 

d<f = u. 

Telle est la relation nécessaire qui r^t les TariatioDS 
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de Tangie que fait la génératrice avec l'axe du plan oscu- 
lateur. 

La relation df = u étant supposée exister, la surface 
est développable.'En effet, si I'ob en tient compte ainsi que 
des formules (2) et (4), F équation (3) se réduit à 

-f- ^dm H- fdn = o. 

On a d'ailleurs 

idl + mdm + mia = o, 

et par suite 

(U dm _ dn 

my — «6 na-^iy /6 — ma 

Or, la direction définie par les dénominateurs de ces 
rapports est celle d'une droite perpendiculaire à la généra- 
trice et à Vflxe du plan osculateur^ c^est-à-dire ceUe de la 
tan gente, ce qui conduit aux relations ( 1 ) . 

Les arêtes de rebroussemënt des surfaces dëveloppables 
définies par l'équation (5) sont dites les dés^eloppécs de la 
courbe directrice. Comme cette équation ne renferme que 
la différentielle de l'angle (p et non cet angle lui-même, il 
en résulte qu'une courbe à double courbure admet une in- 
finité de dévelofqpées. Si la courbe est plane, ff est une 
quantité constante* 

SM>. Désignons les quantités qui se rapportent i la 
caractéristique par les lettres affectées aux quantités ana> 
lognes relatives k la courbe direètrîce, en les accompagnant 

de l'indice i. Nous excepterons seulement les cosinus di- 
recteurs de la tangente qui seront toujours /, m. n. Cela 
posé, en se reportant aux notations des pages 17^ et 174, 
on a 

dt dat dm d6, dn dy» ^ 

*», «1 ùà Ut M| tf, 

i3 
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et, à cause des formules (i) du n** 

(1) dm—hv^i^ 

dn ■=. cw, , 

(2) Id^y — — bUyy 



dfi = — eu 



I > 



d^où 



Ml = adl + bdm -4- r</A, 
Or, par hypothèse, 

al bm en zz: o, 

et par suite, 

adi ■+■ bdm cdm =. (Ida -f- mdb -4- ndc) «île f , 

en désignant par (p Tangle de la génératrice avec l'axe du 
plan osculateur au point M de la directrice j donc 

(4) •iSS^WSbf, 

lyan autre côté, le plan tangent k la surface étant oscula- 
teur à la caractéristique (n* 991), les cosinus directeurs de 
Taxe de oe plan sont donnés par les reladons 

«, = An — m, 6, = r/ — an, 71 = «m — bi. 

On en déduit 

|a</a, -i- H- c«/y, = — ( ai^/t^ -f- 61*/^ -h yide) 
= — «»(a,X €,fA -+- 7,v), 

puis 

a,X -J- Y,v = — {ai -h y/ï) = — coSf . 
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Ces résultats iranaformeni l'équation (3) en celleHsî î 

Des valeurs (4) et (6) oo tire 

^--isngt. 

n suit de là que si la courbe directrice est plane, l'arèie 
de rebroussement de la surface dëveloppable est une hé- 
lice (n'^aSS) . Cette remarque a été faite par iM. A. Serret dans 
le cas particulier où la génératrice est normale à une sur- 
face S sur laquelle la courbe est tracée, c'est-à-dire lorsque 
cette courbe est une ligne de courbure de S. 

a*» On a trouvé généralement (n* 287), pour la distance 
MM| = h, 

^ _ ' éxdt-^dydm -f- dzdn 
"~ rf/» + dm' -h dri' • 

formule qui donne ici 

(7) >i3=^^. 

D*ttn autre côté, des relations évidentes 
on tire 

dXi—dx—ldh-{-hdl, dyx—^dyz:=zmdh-{-hdm^ dz^—dz=ndh-^hdni 

fit par suite, à cause des équations (i) et (7)^ 
dxt=z4dà9 dy,z=:mdht d^t^siM, 

résultats faciles à trouver par la Géométrie. 
On en déduit 

€A qui fait voir que la génération des développées de la 

, i3. 
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courbe directrice est toat k fait sembltble à celle dé là dé- 
veloppée d*aiie courbe plane. 

295. Soit s = (^«X) réquatîon de la surface donuée; 
si ly m, n représentent les cosinus directeurs de la normale 
au point M, on sait qu^on a 

avec 
et 

dz = pdx qdy. 
D'ailleurs, les formules générales du n® 2^2 deviennent 

ICI 

' dt dm dn 

^ ' a b c ' 

ou bien 



(2) 



dx dy dz 



Il est manifeste que ^ (N^) est une dillérentielle totale, 
ainsi qae<£ (N7) et</(N). 
On tire de là 

^dz dx pdz dy -h qdz 
dJX dp dq 

L'^alité des deux derniers rapports donne immédiate- 
ment l'équation connue des lignes de courbure. 

Remarque. — Les équations (i ) , cas particulier des équa- 
tions (1) du n^ 292, sont dues à O. Rodrigue. 

296. i'' Puisque la courbe AB appartient à la surface S, 
on a (n"» 295) 



, . dt dm dn Jdl* -h dm' -h rf»' 



dx tiy dz ds ds 
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/, m, n éuut les cosinus directeurs de la normale à cette 
surface an point M (x,y, z) de la courbe. 
On a de même 

€ÙB dx tit ds^ 

/i, m,, //, et se rapporiaut à la surface S|. 
De plus, 

cosO = Ut mnii H- «Hi, 

Ô (iésignanl Tangle sous lequel les deux surfaces se coupent 
au point M. De là résulte la relation 

(3) — siii0«/9 = /<//, fft(/i», m/zi, -4- /, rf/ -4- /w, 4- /I|<//ï; 

ou, à cause des équations (1) et (a) et des identités évi- 
dentes 

ldx-+- mdy ndz=:09 -l-iif|<(y-+-«|A=G, 

0 = const. 

a" Réciproquement : si 6 = const., et qu'on ait en même 
temps les équations (i), Téquation (3) conduit à oelle^i : 

(4) làlt tadati H- ndni = 0; 
et comme on a d'ailleurs 

(5) lidii -\- midiTii -\- /iidrit — o, 

les équations (4) et (5) expriment que la direction (/i/,, 
ilm^, dri^) esl perpendiculaire à la direction (/, m, n) ci 
à la direction {/, , m, , «1), c'est-à-dire qu elle se coufond 
avec la direction (âfx, dj^ dz), c. <i. f. d. 

297. L'é]uation de Tellipsoïde étant 

X? Y» z» _ 
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on aura po«r celle dm plaa tangent au point {x^jTyz) 
avec la relation 



Les équations d'une perpendiculaire à ce plan, menée par 
1 origine, peuvent s'écrire 

aY bY cZ 



(=) © «) 



Pour ëlindner j^, z entre les éqnatioiM (1), (a), (3), 
remarquons que la valeor commune des rapports (3) €«1 

par conséquent, 

^ X f + il Y i; +■ -î^ Z i = *'T.+ ^»)'. 

(=) . (l) (^) 

On en conclut 

X' -h Y» -h Z> = (tf ' X* 4- ^»ï« -H c'Z»)^ , 

équaiiou de la surjace d'élasticité dans la théorie des 
ondes. (N« 219.) 

te 

298. Le plan taugeut a pour équation 

(i) («» — »*) a-X — — a*»Z H- = o. 

Pourjdéterminer sou intersection avec la suriace, il faut 
combiner Téquation (i) avec la suivante : 

(•2) (k'- Z=)X' - ^'Y'r^O, 

/ 
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sachant qu'on a d'ailleurs 

(3) 2»)X»— ^»j' = o. 

Si Ton élimine^ et T entre ces trois équations, on trouve 

(a«- — Z»)"^X = jk(» — 2)-4-(a' — «»)X, 
et par suite, 

(û' — t') (z» — Z») X»= jc^z' (« — Z)' -f- 2x« {a' — z^} (z — Z)X. 

Cette équation peut 8*ëcrîre 
(« — Z j ((«' — »»)[X'(» 4- Z) — a4r*X] — x'«» (s— Z) j = o; 

il en résulte que le plan tangent coupe la surface suivant 

(Jeux lignes, Tune du premier ordre et l'autre du troisième. 

La surface considérée ici est un conoùle droit dont la 
génératrice se meut parallèlemeoi au plan x^, eu rencon- 
trant constamment Taxe des z et le cercle qui a pour équa- 
tions 

Elle porte le nom de coin conique de fVallis, 

299. Équation du plan tangent : 

La distance demandée est 

— i, 

en posant jc* -^y* = r*. 

300. Soit, pour abréger, F (Xyj^^ z)^ q Téquatiou de 
la surface ) il faut démontrer que 

r/F r /''l'\' / '^*''\' / ''^' \^ r ' 

LU) " l^J " J 

est une quantité constante. 
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Posons 

â 

Or 

(xcosô — /siaô)' — j:' — a', 

en vertn de inéquation de la sorfaoe. On déduit de là, pour 
l'expression cherchée, 

(A» -f- 4ir»a')' ' 

riDclinaison sur le plan est donc constante et égale à 
celle de la tangente à Thélice directrice sur le même plan. 

301. Équation du plan tangent : 

(ar' — xX H- ( ar' — 6')^Y (2r» — c») aZ r*, 
en posant 

La distance cherchée a pour expression 



1. 



302. (Fig, 23.) Soient M un jK»int du lien, H et K les 
points fixes dans le plan jpjr^ C le milieu de HK, O le centre 
de la sphère, dont nous supposerons le rayon égal à i , 
MP un arc de grand cercle perpendiculaire à HK, et posons 

-4-MK.=:aa, HC=C&r=r7, 
HP=:$, CP=f. 
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L'an<^le P étant droit} la formule iooiiametttale de la Tri- 
gODométrie spbéricpie nous donne 

COS MK : cos ô cos (7 — f\ 

cos AlU ^- cos â cos (7 + f j ; 

d^où l'on lire 

MH — SJK cosO C089 cosy 

coa = i '-9 

7. cosa 

. MH — MK ct»sÔ sin siny 

sin = . ' ; 

a siua 

par suite, 

/cos' y . sin*y . V 

I =.cos^O -cos'» H- — - sm'» ) • 

\cos'a sm^a / 

Or, il esl facile de voir sur la figui e qu^ou a 

«r=:cosOsiâf, J^=:COS0cO8f ; 

par conscqueut, 

sin'y cos*7 . 

J^H r-r'^ 

tint'/»" 



Si le rayon de la sphère est r, la projecliou de la courbe 
elierchée sur le plan xy a pour équation 

sin^v . cos' y , 

_^ L .j-J _| ^^j-,- ^a. 

sm'' a co^-" a 

la courbe résulte donc de rintersection de la spbére avec 
uu cylindre. 

Encombiuaut la dernière équation avec celle delà sphère, 

on en déduit 

cos'7«' -H (1 — tang'«cos*7)^' z^ = r* cos' a, 
OU bien 
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«11 posant 

r*cos»a r*oo$*a , , , 

a* = : — » = ; ,~ î c'= r» cos'a. 

cos'7 I — Uag' aco8'7 

La tangente a pour équations 
celle du plan nonnal sera donc 

«a _ c^j ïlllf ^_ — fl') XZ2^ -h c> (a' — 6'} z=^ o. 

La courbe qu'on vient de trouver est \ ellipse sphériq ne. 
Pour étudier les courbes tracées comme celle-ci sur la 
sphère, il est avantageux d'employer un système de coor- 
données pris sur la sphère même. Consulter à ce sujet le 
Journal de Crelle, t. VI et XIII, les Transactions phi- 
îosophiques, vol. XII, les Nouvelles jénnales deMathémor 
tiques y t. VI et VII, et divers travaux de MM. Chasles, 
Gudermaun, Borguel, etc. 

903. En prenant z pour variable indépendante, on trouve 

6'*»X— «VY -4- («* — »»2 = a^b^ («» — b^). 

SO/i-. Soient M le point mobile, O le centre de la splière 
pris pour origiue des coordonnées, OZ la direction du dia- 
mètre fixe, a le rayon de la sphère, p la projection de OM 
sur le pian XT, ^ Tangle de OM avec sa projection, 0 celui 
du plan mobile avec le plan ZX) on a immédiatement, 
quel que soil le rapport de <^ à 

CCS • = - , CCS 6 - • 

^ a p 
Dans le cas particulier où 9 = on trouve 

j' ~ ax. 
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La courbe cherchée résulte donc de l'iDtersectioii . de la 
sphère donnée avec un rylindre. On peut aussi la repré- 
senter par l'un quelcouque des trois systèuies : 

Posant â = ar, on trouve 

_ 4r(r — je) — je» d\r _ j^(5rH-x) 

» 

par suite, 

^-^ ^. 

£n prenant x-pour variable indépendauie, l'équation du 
plan osculateur est 

305. L'équation de ce plan est assez compliquée, mais si 
Ton pose 

et 

elle prend la forme très-symétrique 

_ (X - ur) -h ( Y - -4- — (2 - ») = o. 
906. On arrive à Téquation 
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en posant 



Comme j9 est la distance du centre an plan tangjeni, le der- 
nier terme de Téquation fait voir que, pour tous les points 

dont les plans tangents sont également éloignés du centre, 
le produit des rayons de courbure principaux est constant. 

307. p^ — (a'hù-hix)—û-{-^^=:^o, 

p a la même signitication que dans le numéro précédent. 

308. p'-2(*'4-j^«H-s»)£-f-^^ = o. 

p p* 

p représente la distanoe de l'origine au plan tangent. 

309. Tï'p»— [l 4- [a.- -O. 

Les deux rayons de courbure sont ^auz et de signe con- 
traire en chaque point. 

^ XV. — Enveloppe des /tgnes et des surfaces, 

310. A' désignant une constante, l'équation générale de 
ces ellipses sera 

¥m diilérentiaut par rapport à a, on trouve 



3 3 

,3 



a — -j 9 A- — « = — 5 j , 

K'X par suite, 



t 1 ■ I 



(JS'°*2"28ci 22y.) 



Digitized by Googlc 



SOLUTIONS. ao5 

311. Soient k la loDguear de la ligne, a et ^ les lon- 
gueurs qu^elle intercepte sur chacun des axes coordonnés, 
à partir de Torigine ; son cquaiion sera 

* r 
a b 

avec la condition -f- ^* = A*. Différontiant ces deux équa- 
tions par rapport aux deux paramètres a et et désignant 
par X un multiplicateur indéterminé, il vient > 

et aussi 

par conséquent Tenveloppe a pour équation 

' 2 ' 

c'est Thypocycloïde du numéro précédent. 

312. On trouve 

Cest Téquation de Tenveloppe des paraboles que décrit un 
projectile lancé dans le vide avec une vitesse constante, 

mais sous une inclinaison variable. Fatio proposa ce pro- 

blè[iie à Jean Bernoulli, qui le résolut; ce fut le premier 
exemple de la détermination de l'enveloppe d'une suite de 
lignes courbes. 

313. r» = 4m(x4-m). 

314. Soient OA Taxe des a:, OB celui desj-, et posons 

OA =11, OA = otf = /t>, dft = 7 ; 
on demande Tenveloppe des droites données par l'équation 

p *q 
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Mohaot qu^on a 

pif = {a^p){b'^q), 

OU 

(a) ï + | = 

En différentiant (i) et (2) par rapport aux paramètres 
variables, on a 

* . y , dp dq 

p* a 0 

par suite, 

OT br 

ou bien 

/ov sf^ _ ±:yfbr 

Le résultat de réliniination de ^ et de ^ entre les éc[ua> 
lions (i), (a), (3) peut s'écrire 



c'est Téquation d'une parabole. 

Gitto enveloppe est employée quelquefoif dans les eo«- 
stmctions comme courbe dg raccommodBment, 

315. Appelant r, etjr^ les coordonnées de lextrémité 
d*nn diamètre, oeiles de son conjugué seront 

a b 

et Téquation de la licpne qui joint ces deux points 

bxy [aj bx) aj, (ay — bx) — a'è'=r o. 

L'enveloppe est une antre eilîpse qui a pour équadoii 

IX* 
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316. Soit 

l'équation de la première courbe. Pour plus de simplicité, 
nous supposerons que la seconde est une ellipse qui a pour 
équAiign 

a, 6 désignant les coordonnées d'un point de (1), la corde 
(le contact correspondante dans Tellipse est donnée par 
Téquation 

W 5r + F = " 

on a aussi 

(3) Aa'H- aBa6 H- C6».-f- aDa -h 2£6 + 1 =r o. 

En différen liant les relations (2) et (3) et nommant À 
un multiplicateur indéterminé, on trouve 

> 4 «A.» -H B6 H- D = o, 

X 1^ -h B« H- ce -h E = o. 

11 en résulte 

Substituons cette valeur dans les deux équations précé- 
dentes, puis éliminons « et 6; il viendra 

(C-E.)5-l.(B_DE)^,+(A-D.)^;) • 

(4} { > = o. 

-f- 2(CD — DE) ~ 2 (AE — BD)^ 4- AC - B' 

On sait que les courbes représentées par les équations (1) 
et (4) sont ^ie& polaires réciprogues. 
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317. Soit a Tangle de la droite yariable avec la normale 
au point m de la courbe donnée C. L'équation de 

celte droite sera 

(i) {T - r)(langa -/) = (X - x) (i iang«). 

Une position de la droite variable, infiniment voisine de la 
première, détermine sur celle-ci un point limite ft dont les 
coordonnées X, Y satisfont à Téquation (i) et à la suivante 

qu on obtieiit en différenliant l'équation (i) par rapport à x. 
On déduit de là 



„ cosa(sina — ) ' cos a t 1 1 -h/'*) 



J_ COS«(cosa H-y sin g) 

el par suite, 

a 

. COSgfl H-/ ')* 

Soit p le rayon de courbure de la courbe donnée; si Ton 
pose 

. » 

iA\ c os«(i-f -y')' _ 

la quantité r, qu^on peut désigner sous le nom de rayon de 
courbure oblique^ se réduit à p quand a est nul. 
L*éqttatiou (4) revient à celle-ci : 

r p ds 
qu'il est facile de démontrer géométriquemeut. 
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Maintenant, pour trouver rélémcot dS de la courbe 
lieu des points fi^ ou a les équations 

(7) . (X-x)'+(Y-j<)'=H, 

(8) pC-*)rfX-4-(Y~r)rfY = (X— x)d:r-l-(Y-7)^r-hrrfr, 

Or, les relations (3), mises sous la forme 

(_ cosa djr — s 'm a. (Le 
X_*=f-r ^ • 

Y — / = r ' — ; , 



nous donnent 

(11) (X — x)da: -\- [Y — jr)djr = rds ^in a, 

"En rapprochant les équations (8), (9) et (i 1), on est con- 
duit à ce résultat simple : 

(la) dS = dr-hùneids^ 

qu'on trouTe aussi par la Géométrie. 

318. r étant la portion du rayon incident comprise entre 
les courbes A et C, si Ton applique à ces deux courbes la 
formule (6) du numéro précédent, on trouve 

COS « I du 

^^^^^^^ ^^^mm • 

et de même, désignant la portion du rayon réfracté com- 
prise entre les courbes Ai et C, on a 

COS «1 I dai 
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D'aiiicurâ, 

cos a<f a = A cos a,da, , 

a^où 



cofta 



(I cos a \ / I COS a, \ 



Cette formuie générale a été démontré par C. Lambert 

{Annales de Mathématiques, t. XX). Petit Pavait donnée 

pour le cas du cercle, daus la Correspondance sur l*È^ 
cole Polj technique j t. II. 

Quand on suppose que la courbe A se réduit à un point, 
l'équation (la) du numéro précédent devient 

dr H- sId a.ds — o. 

Si la courbe Ai se réduit aussi à un point, on a de 
même 



par suite, 



d'où 



dti -h sin a, </f = o ; 
dr ma 



cfTi sm tti 



r = /irt -t-const. 



Cette équation est celle des ovales de Descartes, nom- 
mées aussi lignes aplanétiques par M. Quetelet. 

319. Prenons pour origine k sodimet dn parallétipipàde 
qui appartient au tétraèdre, pour axes les arêtes qui passent 
en ce point ; appelons 5, c les longueurs interceptées sur 

ces arêtes à partir du sommet^ Téquatiou du plan sera 

0 0 c ' 

avec la condition 

abc = /»' = const . 
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L'euvelopptî a pour équation 

w« 

xyz — 

320. On a l'ét^ualiuii 
avec la condition 

a^-¥ *»=c»=coiiit. 

Si X est un muliiplicatettr indéterminé, ôn trouve les re- 
lations 

XflH-« — tf = o, \h y — ^ = 0; 

d'où 



y 



X 



et aussi 
Mais 



Xc" -h «ar + ftj — o. 



réqnation cherchée est donc 

[c±(j;'4-j')^] = 

C'est l'équation do <ore. 

321. X* 4- J^* = c* 2* , équation du cône donné \ 
Ix + mf -\-nz7=sp, équation du plan variable, dans la- 
quelle /, m, n sont les cosinus des angles qu'il fait avec les 
{dans coordonnés, et p la distance dt Torigine à ce pian , 



n 



sera Téquation de la courbe suivant laquelle se projette Fin- 

.4. 
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ersertion du cône et du plan. La valeur de (x* -hjr* ) — 
lait voir que l'origine C8t un foyer de cette projection. 
Comparons-la avec Téquation 

' '~ 1 -+-«C08(9— -«) 

qm ett celle de» sections coniques en coordonnées polaires, 
le p6le étant au foyer. Comme cette dernière peut s écrire 

rH- rtf cosÔcusa H- r<?sinÔsina = a(i — 

OU bien 



on a 

al 



On en conclut que l'aire de la projection est 



'KtlCp 



et celle de la section même 



1 



Le cône oblique déuché a donc pour expression 



Cette quantité devant être constante, posons-la égale A 

^ <4 et la question se ramène à trouver l'enveloppe du 
3 

plan , 
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/, m, n étant liées par la relation 

/•-h #11* + «»=!. 

On trouve 

322. Les paramètres z étant liés par les relations 

on est conduit à chercher Tenveloppe des plans représentés 
par Téquation 

ce qui donne, en désignant par À et fA deux coeificients indé- 
terminés, 

, r Y >2 Z 

et, par suite, 

X H-(fc +/» =: o. 

On déduit de là 

|i(Z — »)=/>« — c>ji, 

et aussi 

X-x Y— r Z — z 

( 1) :_ ' • 

/Mr — a»/ pjr — b^m pz — 4^n 
Soit A la valeur commune de ces trois rapports \ multipliant 

les deux termes de chacun d'eux respectivement par 

Y Z ^ 

•n 9 » on trouve facilement 



tr b* e* 
/»-(/X-HmY 4-ffZ) 
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Multiplions encore les deux termes de chacun des rap- 
ports (i) respectivement par /, m, on en déduira 

et par conséquent l'éqnatîon demandée sera 

^ ^ ( h' -h ntf -\- nz — pY 



Ml. > et |u étant des moltipltcatetin indéterminés, les 

conditions du problème fournissent les relations 

/ 

(l) Xx=.fi/H--- -, 

' p* — a* 

(a) ^, 



P' 

n 



(3) Xz = p«+^,_^. 

Des équations (i), (2) et (3) on tire \p = fi, et aussi 
X(jc>4- r'-é-z') = Xr»=rtt« H ^î— ^ Ï2I i.*Jîf — . 

Les mêmes équations, élevées au carré et ajoutées» nous 
donnent 

On déduit de là 



ety parsuite. 
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Ces valeurs, substituées dam les c(juaiions (t), (a), ('6)^ 
conduisent aux relations 

T pl 

y pm t 

z pm 

En les multipliant respecdvetiient par x, y, a, elles 
donnent enfin 

Jî» V» s» 

^ ' — = I. 



C*e8t Tëquation de la surface de Tonde lumineuse qui se 
propage dans un milieu cristallisé. En en retranchant 
membre à membre l'équation 



7^ = 



on trouve 



««a?» b'y^ 

: =: O. 



Telle est la forme donnée par Frcsnel . 
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325. 



397. 



329. 



331. 

332. 



DlilXlÈME PARTIE. 



CALCUL IjNIÉGRAL. 

QUESTIONS. 



§ I. — Intégration par substitution. 



xdx 



dx 

dx 



r <L 



ex')* 
(ax '^b)dx 



I 
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333. . / {x-haf 



■Il 



du. 



jf (x — ay 
dx 



aY {x ->t- hy 
dx 



(a H- A*»)» 

336. 



337 



liH-l 

338. Ç^J^ÈL-. 

339. J(a^^x'fdx. 

dx 



»i. f- 



~\- ùx -t- cx^y 
dx 

8 

-\- bx -h cx^y 
xdx 



bx-hcx^y 

J + 



-hé* 



345. Jim^xdx. 



dx 

346. ' 



SID-* X COS- X 



Digilized by Google 



ai8 CALCUL llITÉGftAL. 

dx 



f-r 



347. 



350. 



J 1 co«' 

• p. 



X 

ànxoM^xdx 



a*eoi*x 

dx 



J a -t- b langue: 
* XtLH^xdx 



». j 



354. J cos^ cos 2 X cos 3 X dx, 

{^11. — Iniégration par parties. 

355 



/'arc un X . 


i , xrfaî. 

357. 1 arc sin ( — - — \ <U. 
J \a-\-xj 

358. J xarcsin ^ ^^^^ 

359. j* arc lan^xr/x. 

360. I — — . arr tanir^r dx. 



356 
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idx. 

are Uni* 

3 



r.dx. 



§ III. — Intégration par les fractions rationnelles. 

dx 



363. r ^jrwit 

(-r_tf,)(*-«.)---(*T«-)' ^ * 
366. J^f^tJfl±i?l±i^. 



364. 



366. 



3«» H- 2*« 



— ri; «pair* 

368. /- ^ 

J X* -h X' — 2 

369. / ■ r dx. 

370. 



ar» -h 2*' -h 3x' 
<2r 



+ 20:* + 2*? -4- « -t- I 



3^^- T-i — ir 

^ jj* -+- jr 
r (x»-h3x-2)^ 

373. f-^- 



. x^dx 

375 
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j IV. — Expressions quon intègre en les rendant 

rationnelles, 

377. 



• / Â- 



dx 

378. 



379. Ç ^ — r 

J*(bx-aY 

i- 

f- 

r x*dx 

^' I ^' 

385. j(a-¥x)^xd*. 

386. Jia-^xY^dx. 

387. Ç^,, 

/ 

J («- 



381. \:fi(m-^xYdx. 
382. 

383. I {a -t- bxy xdx, 
384. 
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QUESTIONS. 

jilx 
— i* 

r dx 



ail 



390. 



J i-hx' 



392. l ^ — 

dx 



393. 



(2 -h X (l X)' 



dx 

î* 

(IH-X') 


r — ^ 

x{a-hbx^)^ 



396. 
397. 



398 

xinx^'—by 
dx 

399. 



400. 



-hx)(i-h*-arM' 



/- 



401. yxi^+Cn-^'j^p^i 
X est une fonction paUonncUe de x cl de (i 4- ar*)*. 



I 



Digitized by Google 



aaa calcul iJiTtOAAL. 

(l -I- a:^)d.r 



402 



m 
m 



405 



(l-x«)(l-4-x«)' 

/» 
(l-h4P*)[(H-X«)'-««]^ 

we. r r^^^^ TT- 

j(i-+.*«)L(n- 



407. f- 

408. f fZfî^-^. 

§ V. — Intégration par réductions successives. 

411. j* {a^ — x*y tlxi A impair. 

412. f-^- 



413 



414 
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J a-" [a -^ 

■/ 



415. 



418. 



J [a -h 6 cos«)" 
§ VI. — Intégration des fonctions de plusieurs variables* 



419. rf« = — — — r ^dx -f- 2 bjrdy, 
(I H- , 



420. = 



421. du =z 



= («'r H- «») <te -h (5» H- <i»x) «(r. 
423. rf« = (3xr » _ 4:») <fcr — (i -f- 6r » — 3«»j) rfr. 

. alxdx -h rdr) rdx — xdr , 

425. rf« = £±±fi^Il2i±. 

426. r/a = (sin/ -h / cosj:) </ar -h (sinx cos/) 

. J^«^ ^<(r «rrfa 

428. rfg = 'J^tJJl*^ + 't + 

429. d'ii = (7-l-«)ii»-f-(»H-x)rfr-«-(«-hj)*/!8. 
t «A , — **<y . bjr — ax 
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^ VII. — Quadrature des courbes planes, 

431. Tractrice. (J>î°267.) 
CisMïde. (N« 263.) 

433. Chaînette. (N° 266.) 

434. Développée de Tellipse. 

435. Lemniscate. 9f70.) 

436. rcosaO=:i. 

Exprimer r et 0 en fonction de Faire obtenue, cette aire 
étant supposée nulle pour 0 = o. 

437. r=acosO + 6; a'^.b, 

438. r = *t8écO-h*. (N°258.) 

439. Ëpicycloïde. (iN° 229.) 

440. ««H-r* — <î*'r = o. 

441. r>-^x» — «js^ = o. ^Folium de Descaktbs.) 

§ VIII. — Rectification des courbes, 

449. *»+j^*=A (N<»m) 

443. Chaînette. (N° 433.) 

444. Tractrice. (N*> 431.) 

445. Cissoïde. (N» 432.) 

446. Développée de l'ellipse. (N** 434.) 

447. Ëpicycloïde. (N^^ 439.) 

448. Loxodfomie. Cette courbe a pour éqpiations : 

' I nireteng^ — llafetRqg^\ 
449. Soient OM, , OM, les arcs de deux courbes ayant 
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une tangeote commune k Fori^ne O, et lenrs uagentes 
aux points correspondants queloanqnes Mi(j , et 
M, (oTa, j',) parallèles entre elles. OM = 5 étant l'arc 
d'une troisième courbe dont un point quelconc[ue M est 
déterminé par les équations 

jr=r a,x, -t- û, j,, / — a,/, H- fl,^,, 

on aura, St et s^ désignant les deux premiers arcs, 

ft-SO. Deux rayons vecteurs r el de la lemniscate (n°270) 
étant liés par la relation 

prouver que Tare sous- tendu par le rayon est double de 
Tare sotts-tendu par le rayon r. 

Deux courbes étant représentées par les équations 

(1) r* = a'ios-^Q, 

(2) «• = r*cosa©, 

prouver que la longueur toule de la première est égale à 
six fois la différence entre Tare infini de la seconde et son 
asymptote. L*arc de la seconde courbe et son asymptote 

commencent à Taxe polaire. (W, Roberts.) 

$ IX. — Cubature. 

452. Volume engendré par la chainelte (u® 44.3) tour- 
nant autour de Taxe des x. 

453. Volume engendré par la cissoïde (n** 445) tournant 
autour de son asymptote. 

454. Volume engendré par la concboïde (n** 438) tour- 
nant autour de son asymptote. 

i5 
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455. Volume engendré par la révolntion autour de Taxe 
polaire de la courlue dont Téquation est 



1 + ff ces 0 

456. Paraboloïdc elliptique. 

457. c»»»=7*(«« — a!»). 

' 458. zzzzxf 

459. Les axes de deux cylindres droils égaux se coupent 
rectangulaîrement ; évaluer le volume commun à ces deux 
solides (n« 467). 

460. Trouver la portion de sphère comprise dans un 
cylindre droit dout l'axe passe par le centre de la spbère. 

461. Trouver la portion de spbère comprise dans un 

cylindre droit dont une génératrice passe par le centre de 

la sphère, et dont la base a pour rayon la moitié de celui 
de la spbère (n" 4(>8). 

462. Volume commun au paraboloïde et au cylindre qui 
ont pour équations 

/» -4- a' = ^aXf j:' -h = a«2, 

463. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent 
en faisant un angle a \ évaluer le volume commun à. ces 

deux solides. 

464. Un plan passe par le centre de base d'un cylindre 
droit en faisant avec cette base 1 angle a \ évaluer les volumes 
des deux portions de cylindre ainsi obtenues (n** 470). 

§ X. — Quadrature des suif aces courbes, 

465. Surface engendrée par la*cycloïde tournant autour 
de sa base. 
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466. Surface engendrée par la révolution de la trac- 
trîce (n*^ 444) tournant autour de l'axe desx. 

467. Les axes de deux cylindres droits ^aax se coupent 
rectangulairement; évaluer la portion de surface de Tun 

d'eux comprise dans l'autre. (1S° 459.) 

468. Trouver la portion de surface de la sphère 

+ -f- = a\ 
comprise dans le cylindre 

j:»H-j»=ax. (N'*61.) 

469. Les données étant celles du numéro précédent, 
trouver la portion de surface cylindrique comprise dans la 
sphère. 

470. Un plan passe par le centre de base d'un cylindre 
droit en faisant avec cette base un angle a; évaluer les sur- 
facesdes deux portions de cylindre ainsi obtenues. (N^ 464.) 

§ XI. ' — Clumgement de variables sous le st^ne 

dHntégration. 

471. ËUnt données les relations 
transformer l'intégrale 

en une autre où les variables soient m. et 1^. 

472. Étant données Içs relations 

x = rcosô, /=:rsinô, 

i5. 
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transformer l'intégrale 

en une autre ou les yariables soient r et 9. 

473. Etant données les relations 

« = rcos9» -^zsrsinftsinf, s=rsiB9cosfy 
transformer Tintégrale 

en une autre où les variables soient r, 9 et <p. 

474. z étant, une fonction de et déterminée par 
Téquation 



transformer Tintégrale 

en une autre où les variables soient % el ^, sachant qu'on a 
les relations ' 

x = 08inOcosf» j = à8in68inf. 

§ XII. — Intégrales définies, 

475. Si la fonction F ne change pas quand on 
remplace x par et par x, on a 

476. Démontrer la relation 

Jpa ' nf{x) /•?(«) /•?(«) 

0 «/o Jo 
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en supposant qu'on a 

kTt* Trouver là règle de la diûereiuiation sous le signe 

dans le cas où les limites sont variables, en le ramenant 
au cas où elles sont constantes. 



478. «= / -T dx. 



W9. « = 



481. «= / r dx. 

r 



J^* logg<ate 



482. 



483. u 



484. » 



485. « = / - 



log (i — a a cosjc H- a*) dt, ( Poisson^ ) 

o 

487. «= / <fcc. (EoLEi.) 

488. »= f ^^^dx, (EuLia.) 

i/o ' 
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189. Démontrer la rdation 
Il désignant nn nombre entier positif. 

491. Réduire aux fonctions eulériennes de seconde es- 
pèce l'expression 

[ dx. (Laplacb.j 

X* sin ox dx 
(L4PL.C..) 

(Legeudrb.) 

""^Jo rr^'i-2acosi;^T^^*' 

(LEGSimRE.) 

496. a — / ; — o entier, a<^i, 

(Euleh.) 

e ^ ^ dx. (Laplace.) 



[ ' 

I rr- : a <r 1» « enlier. 

0 (i — aacosx + fl»)"' ' 



498. «= I « cosa6x<2r. 
499 



(Poisson .) 
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500. Démon irer la formule 



et en déduire la première de ces iulégrales truand m est un 
nombre entier poâiiii. 

(Sturm, Cours d'jinalyse,) 
501. Démontrer la formule 



o 

Ll \/î-hI/ /I -H 1 \2/H- 1/ 2rt H- I \3/i -f- l/ J 

Cas particulier où n = a. 

(Stubk, Cours Analyse,) 
§ XDI. — Équations Iméaires à coefficients constants, 

dr 

503. ~ -j- fl^ = c*«. Cas où m =1. — A. 

504. ^ r= e** cospx* 

508. £Zh-3^-v=-' ,. 

507. -r-r — ^/w -j — h m*/ — siu//x. 
<ucr ux 

508. -TT "'J^ = cosiw*. Cas où m = «t. 
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609. 4^ + 5 ^ -h 6 r = sin mx, 
d'Y 

510. = jt«. 

511. ^-a«r = «». 

rf* r y 

512. -TT + 2 a' -t4 -h — cosx. 

da^ dx' dx 

S XIV. — Équations linéaires à coeficents variables. 

dy 

515. (i — = 

517. ±+-5?L.::.._Liî.. 

ax I — (I — 

518. ( I - x-'f ^ _ „^ = X ( I - . 

519. «'ï^H-*^ = 

520. ^g^-3x^+,= j^,. 
«il. (.-..,.g+(.-.-)»g 
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523. 


— ^ -4- 


2^ 
X ax 


-a- y 


m. 




1 fiy 

"Z. téZ, 
X ax 


+- ( 
\ 


525. 


dx* 


— c^jr 


= 0. 


526. 


or' 




= o. 


5S7. 


- — 




= o. 


528. 


dx^ 







s XY. Équations differentielies non linéaires. 

529. dy -f. = xy^ dx. 
590. fljrfr — by'dx = 
631, sy»dy+ydx:=~. 

X 

532. jrrfj^_^'aic=^rf*. 

» 

533. diar — xydjr = x*y*dy. 
53&>. xdx-\- ydy z=z mydx, 

535. ^'rfjH- 3j'x<£r-4- 2ar»<ic=:o. 

y 

530. 4Pr*(r— j^'<i« = («+/)»e 'rfx. 

537 . ««^r ^ x*ydx -^y^dx — icy»*/^ =r o. 

539. (a «, j: H- ( jr^;- ^jdx) 

^{b-y-b,x-^b^)dy~^(c-^e,X'\-c^)dy, (Jagobi.) 

540. 4r ydx = jf" * 
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542. aydx 4- hxdy -\- x'"y{cydx -h ~ O. 

543. [X — X)[l'^x'y dy :rr « ( I H- J»)' </x. 

549. j = .r-h.r^-h— . 

550. (4*'-'«^)(J)^-W2+/'«* = ^- 

.552. ^+/u)_-i-î(,)^.=^o. 

(LiOUVILLE.) 



553. . o:^ — - 



d'Y (ly 
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QUESTIONS. , 

„„„ d^y dy* ^ dm 

^-â-lt^^- y 

dy^ 

nx -7— 

656. ^y-Ti^y^-^^-r-^ ' 



557 / , ^ g* rf'r^ 

1 

dy' dy d}y d}y l dr^y 

d^Y -î- rfr 

Ô59. «» -TT (û' -H -H a» 3^ = x». 
«te* ^ ' «te 

i 

^ XVI. — Solutions singulières des équations différent 

tielles du premier ordre* 

564. :y--2xjg + (i-+-^)g = i. 

565. 4- 2xr ^ -h - ^ = o. 
dr* dy 



m 



I dr\ ( dr\' .dy 
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569. (x^ — r ) ( — 2.r ) -h«» = o. 



870* Les équations 

satisfont à l'équation diÛerentielle 

dy* dy 

ces intégrales sont-elles singulières ou particulières ? 

571. L'équation 

est-elle une intégrale singulière de 

§ XVII. — Équations différentielles simultanées, 

572. — 4-4* -1-3^= ' 

m 
a/ 

573. ^-*-5*-h/ = eS 

574. ~ + + ca = o, 

ait 



— -h 4-<?'« = 0, 
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— -k-a"j; -h b"r = o. 
eit 

575. -TT- = -i- -h c, , 

577. r — 4-2-- — H-i» sinO = o, 

dt^ dt di ' 

d*r d(fi 

578. « — -h 'c— 6)/x = o, 



C — -f- — a j x;^ O. 



rf/* dLp ' dii» ~ rfjr ' ~ <fe ' 

j^, z sont des fonctions de f, el R est une fonction de 

r = ( jp» + jr« -H z*y . (BwBX.) 

§ XVBI. — Équations aux différentielles partielles 
linéaires et du premier ordre» 

dt dz x* 
580. x^-^~=:f.. 
dx " dy y 

4 

dt dz * 

581. 



dx dy X y 

582. J -7- -hx— t=:«. 
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^ fiz I (h Z 

583. -:r-^-:r=^- 

dy dy z 
. dz , r/z 

dz dz 

586. a-r--=.tf* cosjJX' 

dx ay 

rfa ,du du 

589. sec X — \- a =z z çot jr . 

dx dy 

590. - 6«) ^ — (x — <w) ~= 5ar — «jr. 

dz dz :k* 

591. «»— -4-^» — = — 

dx dy y 

dz dz , . 

592. *^-h/^ = !2X^(«'-«')». 

593. «~ 4- (I -h o:^. 

dx ^ ' dy 

</a r/tt xr 

59». a: — -f^ j -- -h 3 — - = fl» -h 

dx dy dz s 

* » / » du 

596. (r-+-a-*-«) ^ H- (»•+- .» H-'T) ^ 

{u X -\- y) ~ — X -k- y -\- z, 

§ XIX. — Calcul variations, 
596. Trouver la fouction qui rend maximum Texpressiou 

r I ' — r dx. 
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597. Par deux points donnés A et B faire passer uqe 
<'(»urbe plane tellcf que la surface comprise entre Tare ÂB, 
les rayons de courbure extrêmes, et Parc de développée cor- 
respondant, ail une- \aleur miniuiuiu. 

598. Trouver la courbe qui rend maximum ou mini- 
mum Fexpression 



p désignant le rayon de courbure et ds rélénicnt de Tare. 

599. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum 
Texpression 



£. 



n 



600. Trouver la courbe qui rend maximum ou mini- 
mum r expression 



[x — Xt^iis, 



601. Plus courte distance de deux points sur la surface 
d*ua cylindre quelconque. Cas du cylindre droit. 

602. Parmi toutes les courbes planes passant par deux 
points fixes, tournant autour du même axe situé dans leur 
plan, et engendrant une aire de révolution donnée, trouver 
celle qui donne lieu au volume de révolution maximum. 

603. Par deux points donnés A et B on abaisse sur* une 
droite OX deux perpendiculaires AC, BD; déterminer un 

arc de couibe AMB, de longueur donnée, de manière que 

Taire constante AMIiDC^ lom naiit autour de OX engendre 
un volume maximum ou miuimuoi. 

604. Faire passer par deux points donnés une «courbe 
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telle, que le produit de Tare par Taire comprise entre cet 
apc» Taxe des x et les ordonnées extrêmes, soit un mini- 
mum. 

605. Trouver la courbe qui, passant par deux points 
donnés» rend maximum ou minimum l^expression 

S désignant la longueur de Tare. 

606. Parmi toutes les courbes de même longueur, irou- 
vcr relie qui, passant par deux points donnés, rend mini- 
mum rexpressioQ 

ç . X(is 



!.. 



'a » 



ifds 



9 étant une fonction connue de l^arc s, 

607 • u désignant une fonction des quantilés^i^yt» •«^n? 

— > — > • • • > —y homogène du degré p par rapport aux 

dérivées, si / udx est un maximum ou un minimiun, on 
a toujours 

tf = CODSt. 

pour les valeurs de p autres que Tuuité. 
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SOLUTIONS. 



FORMULES FOKDÀMEMTALJSS. 



\a) j x^dx = jj-^jY H- C, excepté pour « = ^. i 

=iogjt-hc. 

{(i) yiio«4v = — cosx + C. 

v) / p = irc«îii- H-Ç, 

{ê) I' r=:ârcco«- H-C. 



CALCUL {UTifiRàL. 

A ces formules on peut ajouter les suivantes^ qui sont 
d'un fréquent usage: 

(/) r_^ = -Lu«/îLll^Wc. 

(-) r-^ï— .=;iogr — ^]+c. 

* • 

Nous désignerons ordinairement par S Fintégrale cher- 
chée, abstraction faite de la constante. 



^1. — Intégration par substitution. 
324. Ç .^■i.re.i..^- 

V [«'-(*■)']■ * 



325. S =r: — arc tana — 



327. S^- ' ^ 



4** 



Si Ton a 4<>c — ^*]> o, on intègre au moyen àp (A); si 
^ac — ^* <^o, au moyen de (/) ; si enfin 4 ~- ^' = o» 
on tombe dans le cas de la formnle (a). Ce dernier résultat 
se tire aussi des deux autres par la théorie des expressions 

qui se présentent sous la forme ^* 
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(juand on prend le signe -h, et 

dx 




quand onpriind le signe — . La première expression s'in- 
tègre an moyeii de (m), la deuxième au moyen de (/). 



m. s=(b-"A f — - — +- ri^^ 



Cette expression b intègre au moyeu du n" 327 et la for- 
mule (b). 

Comme applicalion, on trouve 



/(l — x cosôl dx . ^ 
_ï — _ — - — nzsinOarctaDg 
I — -2* eus 0 -+-4:' 



X — cos ô 



± 

cos 0 log ( I — a« 008 0 -4- d!*)'^ . 

La décomposition de cette intégrale en deux autres s'ob* 
tient rapidement, si Ton observe qu*on a 

I r= sio'S-h cos^9. 

330. Si l'on multiplie haut et bas sous le signe par 

(i-ha:)', i! vient 

/{i'hx)dx 

S — 1 = Arcsinx — [i — X I . 



RisMARQUB. — Il est souvent utile d'opérer comme dans 
cet exemple. 

i6. 
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X 



331 . S = — fl') ' — ■ « arc séc — Formule {<). 



a 



332. S = («»H-«»)*-l-tf log ; . Formule (»). 

333. S = arc séc - -h log —* Formule {m). 

a ^ a ^ ' 

334. S = g^^^^^ [(* 4- ^ ) Rem. du u^ 330. 

Si a =sh^ cette formule donne encore Pintégrale deman- 
dée, comme on le voit par la théorie des fonctions qui 

prennent la forme 



335. S 



336. S 



337. S = 



338. 




[?-('-?)•] 



en posant 



= s. 

3 



La première intégrale se réduisant à — I ; t il 
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eu res 



ésulte 



a45 



X X 



s = — arc sÎD (a» — x»)* . 

* 

S— /*— fî£î— /^_fi£f___ 

= -aresinî-h-(«»-x»)' (n» 338). 



340. 5 = 



Cette expression sHntègre comme celle du 328. 

dx 



m. s = 




\ 2C 

9. I 9. ex -4- 



4ac — 



4« 



T (n» 337). 



3tô. S 



(4flc — 6»)(« -h àx-t- ex')' 
x-'rf* 



-+-*x-'-h c)' 
2 (2a -t- b.r) 



(n" 337). 



(4 — A'J (a -I- ^x H- ex') ' 
343. S^r^tf— î — î— ]. 

Sous cette forme, oq voit que le second terme de la pa* 
renthèse est la dérivée du premier; et comme la dérivée 
de e* est e", on en conclut que l'expression sous le signe est 

la dérivée du produit e' — | — • 

I H- X 



3U. S= ri^==.log-^.. 
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346. S= r (—V -^-^^ = 



347. S = 



f 

cos'~ 



348. S 




é ) cos' - -h (o — A] sin' - 



a 



En posant tang -> = on trouve 



s =: r cos t pour fl j> 0 ; 

« H- J COS 



et 



S=r rlog \ ï pour a < à. 

Pour a = by ces résultats prennent la iorme ^* E41 leur 

appliquant la rigb connue, on retrouve l'int^rale du nu- 
méro précédent. 



349. Sz=(ab) *aretAn^\ - tangxl (ii« 348). 
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360. S^^-^Mcun^f^''^'' 



2* \ 2' 



)■ 



Ce résultat peut se déduire du précédenl. 

351. S = - /•»'■>•'(■ + «'co^'^-')^ 
a* J I H- a' coft*x 



cos* I , 

— - — I arc tang La cosx). 



35a. S 



cos X- dx 



a co*x b %\Xkx 
a 



lletranchant et ajoutant — ^ ^ à la (^ivaiititc sous le 
signe, il fient 

S = ~- \ax 4- b log(â cosx -h b s\ux)\. 

tf* + 



353. S = 



/sin r e^o: 



I 

r arc cos 



{b-ay . 

35^. Au moyen des formules qui permettent de transfor- 
mer en une somme un produit de sinus et de Gosinus> on 
trouve 

1 , 1 -h*). 

4V 6 4 a / 



^11. — Intégration par parties. 



35o. Sr:. r-+-l"«'v'" -^ ) • 

t 

;J50 s ~ .r — H — x- j' arc sin a*. 

/ X Y 

357. S =:.(x 4- rt^arcsin 1 ) —(axy. 
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1 

X* i fia — «\ ' 

= — arc sin - I i 

a 2 \ tf / 

H — arc sin g (4«' — 

I 

359. S = « arc tang« — log(i h- 

3^. S — ^«-^^arctang»^ arc taDgx — log(iH- 

'961. En intégrant deux fois par parties, on trouve 



(l -h «•)(!-»-*»)* 



(H-a») (i -hx»)» 

§ III. — Intégration par les fractions rationnelles. 



864. S = 



(a, — a,) — a,). . .(a, — 

, g;iog(jg-fl,) ^ 

af log (x — <7 J 



a, 

366. S = log— i f--. 

866. 8^=:— hlog(xH-t). 
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367. Si I on a génëralemeut 

V[x) f (X) («-«)• 

/et F déniant des fonctions qui n*ont pas de facteurs com- 
muns et cp (x) n*étant pas divisible par x — a, il est aisé de 



démontrer que est égal â ce que devient ^ ^ ^ — 

quand on y remplace x par a. Eu s'appuyant sur celte 
remarque, on trouve 

I I I r I il 

. . — u u « I h ■ -I I 

«■(i — x)« X- (i — x)" Lx^' (i--x)"-'J 

/î (rt -4- i) r I r ~| 

1.2 Li^^(i-xj-»j 

^ jt(jt-f- .(iiH-'il — a) A _^ I \ 
i.a...(ff — i) \x I — X/ ' 

par suite 

«^1 [(I— x)— JC^ j 2[(l— x)— * * • 

^ ji (ji -f- H- a). ..(»-+-« — a) X 



i.a.3...(ii — i) — X 

dtàS, S= glogî-^-h4-arciang4* 

O X ~r" I O » 

a* 

370. s=:-!-iog(-'-'-^i)f'-^')"- ' 

90 X* 3x 

l3 2X I 

7aretang 



45.li' n» 
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371. s =: 7-:— ^. 4- -arcUDg«-l- -7 log j. 

37a. s = - - - . irctang — 



3' 3 



3 ^x' — j; -h 1 j X — I 

I X — I 

I . I H- 2 ' -h I 



* 



373. S = ~^loiî , h—arctang 

T 1.9 1 I — ar 

2' l — 2' a; H- x' 2' 

<»i « l , t -h « I 

37*. S = 7 log — -h - arc tang x, 
4 ** I — ar 2 " 

375. S = 7 log arc tang x. 

4. I — X 2 " 

37b. s =gtog — (737:^5) +--,arcung^ 

§ IV, — Expressions quon intègre en les rendant 

rationnelles, 

377. S = a(x~ i)' g (.r- 

378. S = .-^Iogi^±i4=4- 

379. S=2a *arctang^ ^^~ ) = 2a"* atccus 



I 



380. S = (X ^^."^^ ' ^ I arccos (^^ ' ■ 

4*' 4 \*/ 

381. S = a (« + [ iî±ii' - îîl^ti) ^. I* j 
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382. s=^^^^ 



383. S 



s 

7. (a* + (a-^-bx 



g 1 3 (« -f- -h 6« ( a -f- bx ) — 

3 A" — 
• («H- H' 

4 

385. .;-3fa-*-.»r^4^-3a^ 

386. S = 3(«^.)^ p^^/l'.Ë^'jtfL' 

L «4 • >> 



g ij' 



387. S 



;-x> Sx' 5.3..t\ 
5 3 r il 



6.4.7. 

388. S = -^lîlllil.~^ 



arc siu 

2(1- x^f * 



389. Sz. fH^^ 



390. S=îl^fl±41. 

3(1 -har»)« 



391. S = 



J. ' Il 



oS». b = 'og-j p h^ai'ctang 

1 

393. S = aarctang (i . 
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894. S = 2~'arGlaiig 



««.,0 (i -!-«•)• -ha» « 

395. S=:2Mogi— T 

(I - x')' 

396. S= ' ^^Hia^l..)K.(BH^^akkf^ 

(bh^^ahl)^ (A -h**»)* 

pour ai — bh<io; 

pour ai — AA>« o; 

V 

s ; » pOUF oA' — O/t — O. 

1 J. 

397. S = — rlog-i T 

«a* (Ajt")" 

398. £n posant 

I 1 

x^z=^y séc ^, 



il vient 



S= — ; arcsec I — 

1 3* 



399. S = arctang 



2(1 ^x—X*f 

401. Cette expression est rendue raiiouiicile eu posant 
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On lire en effet de là 



253 



— t «X =: — t 



2»» 

On trouve, comme application, 

!= ^ j-LJ_ «te = - [or H- (i -h *>)« J . 

402. Soit fait 



S = 2 ^iog 



I — «» 

1 i 
(l -f- X*)* ■+- 2' JT 



1— Jt« 

403. Posons 



^ 2' X 



1 i 1 

I- (l H- x*)' -h 2' X T 

S = — î log ; h —z arc sm ■ • 

2* a* 

kOk. En faisant la même hypothèse qae dans le numéro 

précédent, on trouve 

_ --Il (l -h^')' 2'X . 

S = a Mog- — 2 'arcsin 



I — X* I H- X* 



405. S = , r^î À 



s = arc tsDg 
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406. a—, i f,^ 



s = arc tang 



407. Si on pose 



I 

,\'im 



i'i.r'" — I 
Z = — -î 



il en résulte 

S 



Comme application on trouve 



1 " " i 



arc tang 

2 ° X 



408. Posant 



z = 



il vient 

La plupart des exercices de ce paragraphe sont empruntés 
à Ëuler. 

J Y. — Intégration par t^ductions successives, 

I jr 2 « — 3 1 r '/X 
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Si n est positif et entier, l'intégrale est ramenée a j* ^7 
Pour /I = 4t Liouve 

I 5 . > 5 3 X 

5 — ^ 



D . û I X 

-r- rr-T ^fC UDg - • 

6.4*^ <*' « 



410. S==-- 



/} et ^ étant positifs et entiers, Tintégralese réduit à l'une 
des trois formes 

/fîx r xdx r. 

où A désigne uu nombre cniier positif. 
Pour A s 4f ^ ^1 on trouve 

S = y— ~ -h - I — arc tang - • 



Wl. S = -i : '—^ r--^ I («» — X») 



« + 1 n 



Pool* n = 5, 

^ 5.3 . . X 
H- ? — «'arc sm- • 
0.4*2 a 
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Si /» est impair, l'iul^rale se ramène à 

dx 

j = arcsecx; 

si n est pair, â 

(x' — l) 



418. S=- 



Pour = 6, 



^—^5 "^5.3 «• 5.3 « 



M4. S = 
Pour n s 3) 



_ 2x»(<i _ ait « /* af-'dx 



7.5 A» ^7.5.3 ^ ^7.5.3 A^y^"^^*"^ 
Poiirn = 4» ^ = 1» 



S = a(«-l-«) 



[x^ 8 • 8.6 T 
ox» H = I 
9 9-7 9-7-5 I 
8.6.4 . . 8.6.4 4 I 
9.7.5.3 9.7.5.3 J 



•10. o— H — i J X— ' 

Pour» = 3, 



• « 



s = (-, ; \ia-\-bxY H- ô— , -T 



3*^ I . (« + ''^'x)' — fl' 



log 



Digitized by Google 



aoLvtiotiSi 



a57 



Pour /i = a, 

S- p g -«(*4.*,) + _J 



I 



417. s-:- ^""'^^'^*^'*"*^^^* «~t ^ 



aA — I ^ 



an c 



Pour « = 3, a = I, ^> = t = — i, 



^ V _ ^ a,^ s,„ 

— 6 sin j: 

- A») (tf H 
(ail — 3) a <fo 

(« -f- ^ COS.p)'""* 



4.18 S = . 

(« — A») (tf -h A cos«)»-* 



En faÎMnt n ss a, Ia dernière Intégrale disparait, et il vient 
dx I 



^ — ^ sinx atf 
^ 1 ^ 



i 



S ponrra donc s'obtenir au moyen à» cette dernière formule 
et de celle du n'» 348. 

«7 
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On déduirait facilement de là 
(a + t«o*»)' 

^ VL Intégration des fonctions de plusieurs variables. 
Le type des différeutielles & deux variables est 

419. Le caractère dMntégrabilité 

dx tlx 

étant satisfait, ou trouve, en intégrant d'abord par rapport 
à/» 

H^by^^fda: [a + ( i + =^>-'-f-a« +iogC [jr-f-(i -h**) '] . 

i!^20. liitégraiu d'abord par rapport à j et observant que 
X n*a pas de ternies renfermant^ seul, on trouve 

a: 

La reTnar([ue dont nous proii ions ici a de l'importance^ 
elle abrège souvent les calculs. 

421 . u = log C [j? •+•(*» -^ x')* ] • 
4'22. w = -7- -h «^-rj- 4- -h C. 

4 

423. « = — ^ - ~-^x—^X'-^C. 
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42t. « = fl (jr» H- j») » 4. arc tang j -f- » C. 

425. « = io|r(^_;p) ^1— H-C. 

426. « = «sin^4-j^sinjr 4- C, 

427 . Les conditions d'ini^rabilîté de l'cxpi ession 

Xdx + Ydy -f- Zdz 
étant satisfiites, la r^le donne 

« = — ^ h C. 

a — z 

428. «=(x'+^»H-x»y* + arcUng--hl'^C. 

429. « =r«r -h/» H- wp -h c. 

430. «=fîZL^^c. 

s 

S — Quadrature des courbes planes. 
On désignera généralement par A Taire considérée. 

431. U faat calculer 

Si l'on prend a et o pour limites, cette expression se réduit 
* -j" Telle est donc la portion de surface comprise entre 
la courbe et les parties positiTesdes ax«s. 

432. L'équation de la courbe étant 

— = 

on trouve, en intégrant par parties, 

A = — a*(2«x — "^^f **)^*. 

»7- 
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La portion de plan comprise entre Pasymptote et la courbe 
est ^ale à trois fois Taire du cercle de rayon a. 

434. L'équation de la courbe étant 4- = 

on est conduit à une différentielle binôme. Le calcul donne 

—g— pour 1 aire totale. 

On arrive plus rapidement à ce résultat au moyen du 
théorème suivant, dû à M. Lejeune-Dirichlct. Soit 



= I, 



V = J dx J J dz..,jf-'j^'z^',,.. 
Les limites étant données par la condition qu'on ait totyours 

et les quantités a, b, c,..., «, y»..*» ^» ''>--*9 ^tant 
positives, la fonction V aura pour valeur 

~~? ô b c \ 

r ( iH 1 1 h... 1 

\ ^ ^ / 

■ 

Or, Taire cherchée A a pour esqpression 4 i f ^^J^ l*^*» 

limites des intégrales étant assujetties à la condition 



ppr 



2 3 



on a donc 

4 - 4 ~ r (4) 
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r(4) = ..a.3. r(?)=r(.*i) = irl. 

puisqu on a généralemeut 

r(ff)=:i.2.3«..(ii~i) ei r(«-hi) = »r(ii); 

et comme V =9r^, on retombe sur la formule déjà ob- 
tenue. Le théoràme de M. Lejeune-Dirichlet se trouve dans 
le tome IV du Journal de M. Lîouvîlle. 

4-35. £n employant les coordonnées polaires, il vient 

A = Ya'sinae-f-C. 
4 

L'aire totale est ^ale a a'. 

436. K^l r Jl-^ls^\±^. 
Ou tire de là 

La courbe est une hyperbole équllalère ayant pour cu^ua- 
tion, en coordonnées rectangulaires. 

Si Ton exprime aussi les coordonnées a; et en fonction 
de A| on trouve, 

xz=. 9 jr=: « 

grande analogie de ces résultats avec les formules 
comiiies, 

tf^>A£^^-2Ai ^îAi_^-aAi 

COS2A= — » SÎn2A = : » 
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a fait donner à labicisse le nom de cosinus hyperholique 
de 3 A, et a Fordonnée celui de sinus hyperbolique de la 
même grandeur, ce (]ui conduit a écrire généralemcut sous 
forme abrégée 

(H) =roo9ha» = tiDha. 

On aura de même 

langha =: . 

Si Ton rapproche de Thyperbole considérée le cercle qui a 
pour équation 

en appelant A, !e secteur circulaire correspondant au 
même angle 9 que le secteur hyperbolique A , on trouve 
que l'abscisse el rordonnéedii point déterminé sur le cercle 
par cet angle 6 ont respectivement pour valeurs cos aAj et 
si n 2 Al , ce qui rend plus complèle encore l'analogie qu'on 
vient de signaler. 

Les fonctions hjrpei^oliques (H) jouent un rôle impor- 
tant dans plusieurs questions de calcul^ notamment dans 
le Calcul intégral et la Mécanique. Lambert s^en est beau- 
coup occupé et en a le premier donné une petite Table 
(1770) : le travail le plus récent et le plus étendu sur cette 
matière est du à Gudermann (Journal de Crelle, t. VI 
et suiv.). Les tnoilteures Tables de ces fonctions ont été 
publiées, en i863, par M. Gronau (Dantzig). 

497. {Ft^. i4*) Pour avoir l'aire enfermée dans la ligne 
ODCAHG, on intègre depuis 9=zo jusqu'à la première 
valeur de 9 qui annule le rayon vecteur, et on double le 
iésullat. Soit ce cette valeur fournie par Téquaiion de la 
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oourbe, on trouve 

aire ODCABG = i [ («' -h 2 *«) * 3 * — fc') ] . 
On a aussi 

ORBF = i [ 26») (ir— «) — 5b A») • 



aire 



Roberval, qui a calculé le premier Taire de cette courbe, 
lui a donné le nom de limaçon de Pascal. C*eet une con- 
chofde du cercle, c'est-à-dire qu'elle se construit romme 
la conchoïde en substituant un cercle h la droite fixe qui 

sert à décrire cette courbe, à condition de prendre l'origine 
des rayons vecteurs sur un point de la circonférence. J.e 
limaçon de Pascal esl aussi une épicycloïde. Cette courbe 
est en même temps un cas particulier des ovales de Des- 
cartes on courbes aplanétiques (Cbaslbs, Histoire de la 
Géométrie^ note ai.) 

438. A = ^ j^a» Ung 6 2aù log lang ^'^J 

439* En faisant usage des coordonnées du n** on 
trouve facilement 

t 

et, par suite, 



1 i j -!l±-. 



Appliquant cette formule à rëpicycloade, dent Téquaiion 
prend la formé 
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il vient 



= 2 H- 1 arcun I — r-, ) 

4<r fa «v 



On déduil de là que l'aire engendrée par le rayon vecteor 
pendant une révolution entière dn cercle mobile a pour 
expression 

en remplaçant c par sa valeur a -h '.if'- 

Cette expression renferme, outre Taire cotnprîse en ire 
le cercle fixe etl'épicjcloïde, uu secteur du cercle fixe dont 
l'arc a pour longueur la circonférence molrile. Ce secteur 
ayant pour yaleiir zsab^ la surface restante est égale à 

a ' 

^0. En coordonnées polaires la courbe 4 pour équation 

a^sînOcosO 

pur suite. 



*~ 3 sin< 0 -h ces* 'i Jo ? 



tangO </(tang6) 
lang* 0 



= -jarc tang (tang^ 6). 
4 



L'aire contenue dans Ij) portion formée de la courbe est 
donc égale à 



, va* 
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hhi. Par on ehangBinent d^axet de ODordoanfo, Tcqua* 

tion preod la forme 



•En posant a — x il vient 

J V4«-3«« ' 

Or, 
donc 

4 / I — 4ii I -=== = — ^ 4« — • 

J V4« — 3»» Jv'4fl - 3s» 3 

On a, par conséquent, 

S = — — (4fl-3»')'-f-C. 
ta ' 

On déduit de là que l'aire de la courbe renfermée dans 

la boucle est égale à ~9 et il en est de même pour la surface 

lïomprise entre la courbe et son asymptote. 

Cette conrbe^ que Roberval appelait feuille de jasmin^ 

il clé signalée par Descaries dans une de ses lellrcs comme 
.échappant à la mélhode des tans;rnlcs donnée par Fermai. 
Cest Huyghens qui en a le premier trouvé la quadrature. 

§ VIII. Rectification des coiu bes. 
On désignera généralement Tare cbcrcbé par S. 



206 CâLCUL IHTÉGAAL. 

^^2. La loogiiear toule de la courbe est égale a 6 a. 

4V3. Le rapport de Tare à l'aire correspoiiUaiile est égal 



kkk» S = a log -9 Tare étant supposé nul pour jr=^a, 

445. S = "- C-^{^^^^]'d. + C. 
Soit fait 

2 = 

il vient 

/ si 3*— «\ 
S = ir( 2-^- log-, j 4-C, 

\ y+'J 

et enfin, en supposant que Tare soit nul pour a: = o, 

s = u r( 4''-3x y ^ 3^ [3(«-x)f-(4«-3x)n _ 

' ; (3(«-x)f +(4«-3x)'J 

H6. Quand une courbe est la développée d'une courbe 
connue, il sufBl, pour la rectifier, de prendre la différenre 
des rayons de courbure de la développante qui correspon- 
dent attX extrémités de Tare dont on vent trouver la lon- 
gueur. Ainsi, en observanl que dans Teliipse le lajon de 

courbure est — à rcxtréaiité du grand axe et -7- à celle du 

petit, on a * 

b a ttb 
pour le quart de la luugueur de la dcveluppce. 

t 

H7. Eu iaibani usa^e des notations du 11" 439, ou d ouve 
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généralement 



nlr 

dsz= 



par suite) si la courbe est une épicvi ioïde, 

Pour une révolution du cercle mobile 

et dans le cas de l'iij'pucjcloïde 

. S = 8-(ii-A). 

448. £n employant des coordonnées polaires, on a 

je = rcosOsin^, ^ rsin ôsin^, s = rcoS7i 

d'où Ton déduit pour les équations de la courbe 

siny(«r"^-4-^-"»^) = 2, 
r = a . 

On tire des mômes formules, en observant qne r est con- 
stant, 

La première équation de la courbe nous donne 



d'où 



tls = — i Mr df, 

u 
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ei, par suite, 

La loKodromie est la courbe qu'un vaisseau décrit sur la 

mer en coupant tons les méridiens sous le même angle. 

Mauperluis en a étiifîié les propriétés (Mémoire, sur la 
parallaxe de la Lune el Mémoires de V Académie des 
Sciences pour 1744)* 

4^9. Les tangentes en mt et m^ étant parallèles entre 
elles, on a 

la tangente en m leur est donc aussi parallèle j parconsé^ 
quent 

dx dxi dXi d {otX, -\- fr,.Tj) 

ds ds^ ~" €lst d(atSi +^««3) ' ' 

d'où 

en faisant commencer tons les arcs au point O. 
450. En différentiant l'équation donnée» on trouve 

, , 6a* r* -+- r» . 

drt = 2a^ — — - rfr. 

D*ailleurs, 

d'où résulte 
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or, on a 

par cornèrent, 

Jo V'-'-'-J J„ Va* - 

C. Q. F. D. 

Ce r^iilut esl dù à Fagnano. 

451. £n désignant par s la moitié de la longueur de la 
première couriie, par 4| un «rc qiielcon«{De de l'hyperbole, 
on trouve 

n faut démontrer qu'on a 

jrr^rSHm. — r), 

quaod on suppose que r croît indéfiniment. Pour rapprO' 
cher les formes des intégrales qu'il s'agit de comparer, fai- 
sons dans la première r s=s az*, et dans la seconde a &s re ; 
il vient 

,= 3« i j, / 



et 
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et comme OD irouve, en iiuégrantpar parlies, 
il en résulte 



et» par suite, 



[I (i— »«)» /*' 1 



On conclut de là 

Uni — r) = 



M. Faurc (Nouvelles Annales de Matitématiques ^ 
i85d) a généralisé la question précédente en remplaçant 
rhjperbole par la courbe qui a pour équation 

^ IX. — CubaUwe, 

On désignera généralement par V le volume cherché. 
453. Le volume éunt supposé nul pour x s= o, on a 

V= irfl (~ -h a»^ («* + — irfl»« — e""«) ~ 
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453. En prenant' l'asymptotf) ponr axocfos la cÎMOlde 
a pour équation 

il eu résulte 



454. L équaiion de la conchoïde étant 

le volume engendré par la révolution de celte courbe autour 
de Taxe des x a pour expression 

En faisant jrsso et doublant le réiultat, on trodive pour 
le volume total 



455. Lorsque lequaiion d*uuc courbe est donnée en 
coordonnées polaires, Télément du volume de révolution* 
engendré par le secteur infiniment petit dont Taire est 

^r*dO^ a pour expression 



On a donc ici 

$ 
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4â6. Le paraboloïde elliptique a pour équaliou 

Soit 

on en déduit, V désignant le volume cherché, 

^= X' f' "^'^ £1!''^'" 

457. Si Ton désigne parj^t une oonstaute, on trouve 
j I étant donnée par Téquation 



ojà a donc 



en désignant par a une constante. Soit fait il eu 

«If 

résulte 



Appelons S Taire de la section faite dans la surface par 
un plan parallèle à et i une distance x de ce plan, on 
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aara 

S= J zdx=zx' J f(»)d», 

etj par suite, 

résnlut facile à prévoir, puisqu'il s'agit d'une surface 
conique. 

459. Soient 

les Rations des deux cylindres; on a, en posant 

WO. Soient 
les équations de la sphère et du cylindre; on a 
Posons 

a:=:rcosô, jr = rsmQf 

il viendra 
461. Les surfaces ont pour équations 

18 



2^4 CALCUL INTAgRAL^ 

En opérant comme au numéro précédent, on trouve 



acoaO 



4=i i «/^<^^K-'=)'=3U-3)- 



Le volume cherché est donc 



et la portion de la demi-sphère non comprise dans le cy- 
lindre est égale au neuvième du cube du diamètre de la , 
sphère (n«» 325). (Bossot.) 

462. On a (n** 339) 

= ly'dr j^a: (4 a')^ H- 4 arc sin ^ {j^'] J 
' par suite, 

463. ABDC ( /ï/». 25) représente la section faite dans le 
solide par In plan qui contient les den\ axes. Le point le 
plus haut de la portion de volume située au-dessus de 
ABDC se projette en O, point de rencontre des diagonales 
de ce losange. A une distance z du plan des axes, menons 
un plan qui lui soit parallèle \ la section obtenue se pro- 
jettera en PQSR qui est sa vraie grandeur. Soient A la sec- 
tion, a le rayon de base commun aux deux cylindres, V le 



\ 
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volume cliei L-liû j un auia 



V= •» Adz. 



Abaissons OK = p perpendiculaire sur PQ, il en résulte 

sifia 

D'ailleurs z nia formant un triangle rectangle, 

rzi a' — z'j 



d'où enfin 



sina ^ • 38În« 



46ik. Il suffit d'évaluer le volume QED6 Ifig. 26). AB 
est perpendiculaire à ED, trace du plan sécant sur la base 

dont le centre est C. Soit PN/^y? = A la section faite par 
un plan perpendiculaire à la base et dont la trace N/i est 
parallèle à ËD ^ si Ton pose 

CB:^fl, CM:^^, MN=j^, m=z, 
on aura (n^ 459) 

\ = I Arfjp=:2l jrz dx. 



Or 

donc 



V = ^ a' ïang a. 

§ X. — Quadrature des surfaces courbes. 

On désigne généralement par S la surface cherchée. 

18. 
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é(|ualioQ dill'ëreutielle de la cycioïde étant 



on a 



S=ii,r(a«)' f -iâ= 

= I » (an )' [4a [laV - (2« - yh^a -h j)] . 

Il suit de là que la surface eDgendrée par la rëvolation de la 
cycioïde entière a pour expression 

1 

467. Les équations des surfaces étant 

on tire de la première 

dz X dz 

-j- = — r-, -—=0; 

dx % ay 
1 

et, en posant = (a* — j:* ) " , 

dxdy 



468. S = a Ç Ç 



2\» 
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OU, en prenant des coordonnées polaires, 

C'est Texpression de la surface enlevée par le cylindre au 
huitième de la sphère. La portion détachée de la sphère 
totale est donc quatre fois plus grande; et si, au lieu d*un 

cylindre, on en suppose deux égaux, extérieurs Tun à 
l'autre, mais ayant une génératrice commune qui passe par 
. le c^tre, la surface détachée a pour compression /^Tza} — 8a*, 
et par suite la surface restante est ^ale à deux fois le carré 
du diamètre. 

Ce problème est celui que Viviani proposa, sous forme 
d^énigme, aux géomètres de son temps. Voici en quels 

termes il s'exprime dans les Acta evuditorum de 1692 : 

Mnigma geometricum de mira opificio testudinis quadrabilis 
hemisphœricœ, autore D, Pio Lisci Pusillo Geometra, 

« Inter yenerabilia olim Graecise monumenta extat adhuc 

» perpetuo quidem duralurum, templum auguslîssinium 

» ichnographia circulari almœ Geometriœ dicatum, quod 

» testudine iutus perfecte bemisphœrica operitur; sed in 

>i hac fenestrarum quatuor œquales areae (circum ac supra 

» basin hemisphaerae ipsius dispositarum) tali configura- 

» tione, amplitudine, tantaque industria ac îngenii acu- 

» mine sunt extructae, ut his delractis supersles curva 

» testudinis superficies, pretioso opère musivo ornata> 

» tetragonismi vere geometrici sit capax. » (N*' 461.) 

Sons Tanagramme qui cachait Fauteur, on trouve : 
Pohremo GaUlei diseiptdo. Le problème était en effet une 
épreuve A laquelle un des élèves les plus distingués de 
Galilée voulait soumettre la nouvelle analyse créée par 
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Leibnitz. Celui-ci en trouva la solution le jour même ou 
le programme de Vivianilui parvint {Alcta erudU*, 1692). 
Jacques Bemoulli résolut aussi la question et montra qu'on 

y pouvait arriver d'une infinité de manières. La construc- 
tion géoniélt ique donnée par \ iviani lui-même est ingé- 
nieuse, mais manque de rigueur. Un religieux camaldule, 
Urbain Grandi, en fit connaître une plus satisfaisante 
en 1699. Il prouva en outre qu'on peut détacher d'un cône 
droit une portion de surface carrable, à laquelle il donna 
le nom de 'voile du Camaldule^ mais cette remarque avait 
déjà été faite en 1696 par Jacques Bemoulli. La proposi- 
tion est celle-ci : Tout prisme droit dont la hase s'appuie 
sur celle d\in cône droit détache du cône une surface 
dont le rapport à la base du prisme est égal à celui du 
côté du cône au diamètre de sa base. * 
C'est Bossut qui a démontré le premier que le volume du 
temple de Viviani est égal aux deux neuvièmes du cube du 
diamètre de la spbère. 

Euler a beaucoup généralisé le problème de Viviani 
(Contfft. nov. Acad, Petrop.y 1759). 

^69. L'élément de la circonférence de base du cylindre 
étanl 

a ' dx 

; 

on a 

S « zdx 



d'où 

4^70. (Foir n** 464 tx fig. 26.) ds désignant l'élément de 
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i arc DJVB, la surface QDiN B a pour expression 

ztff=:atanga I ^=a*tanga. 

L'aire de la surface QËBD est doue 

' 2a'tanga. 

§ XI. — Changement de variables sous le signe 

d * intégration . 

471 . La relation générale 

se léduil iri à 

(ijcdjr — ududv; 

ou a doue 

Celte transformation a été donnée par M. Jacobi (Joitnial 
de Crelley t. XI) ^ elle estd'un grand usage dansla recherche 
des intégrales définies. 

472. J y è^dxdr= I J c'rdrdi 

hnZ^ ÇJ J Vdxdjdzzz: j J J Vr«d>*sinOfifÔr/^. 

On reconnaît ici la transformation usitée quand on passe 

des coordonnées rectangles aux coordonnées polaires. 

474. Il résulte des équations données qu'on a 

dz c sinô ros© . 

5 = c COSO, ~ » 

dx a cosO 

dz rsinOcos^ 
dy bcosO 
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D'ailleurs, 

Tintégrale prend alors k forme 

(Itokt.) 

§ XII. — Intégrales définies. 
Formules généraiement connues et d'un usage fréquent : 

(A) T(n)^ e-'s^dx=lj'^ e-'^dx. 

(C) r(n + i) = «r(»). 
(E) r(«)r(,_„)= « . 

8111 /tir 



ait siD 



3A 



(G) (a.*)= 

Jo i (« ^) 

475. «= / — /*" ^ 



/' dx /» 



xF 
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Posant X = ~ dans la dernière intégrale, elle devient 

f r-= / r-- C. Q. r. ». 



m. Soit 



f{y)àyi 



il vient, en intégrant par parties, 
Si i*on fait 

?(«)=r» d'où « = 4»(j), 

la seconde intégrale du second membre prend la forme 

m. Soit 



p. D. 



une intégrale définie telle qu'on ait 

A ces limites on peut généralement en substituer d'autres 
quelconques, p et en posant 

(i) j.^a = j^(z--p). 

Si l'on suppose les nouvelles limites p eiq indépendantes 
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de a, le changemeiit de variable donne ici 



^ h — a 



relation où Ton regarde x comme remplacée par sa valeur 
en z tirée de l'équation (i). Il résulte de là 

^ d/b-a, . 

-r az A, 

en faisant, pour abréger, 

ri df c/.r h - ri rn [db 

Revenant à la variable on a 

du df 



(la \ dz 



a / ç — p 



. dx -4- X. 



et 



Or 011 déduit de (i) 

, , .dx da . db , . 

et, par suite. 



d'où 



^ - /{biXj -^—/{(fy et) C. Q F. T. 
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478. Le multiplicaleur de dx a x"^* pour dérivée par 
rapport à n ; d^aillears 

X' I 

si donc on mulliplie les deux membres de celle égaillé par 
dn et si Ton intègre, il viendra 

Jd/t f a*-^dje= f ~ ' <Ae = l<te «. 
On aurait de la même manière 



— I elx = log—j 



ce qui se 'déduit aussi immédiatement du résultat qui pré- 
cède. 

479. Soit 

X = laDgr; 

u devient 

I log (iH- taogf ) df = / log ^- — L dif 

On voit sans calcul que les deux dernières intégrales se 
détruisent; donc 

W — g iog 2. 

V80. Considérons l'intégrale 

I v" 7* (U^ A, 
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ei faisons 



a 

X 



il vient 



Or, 



et, par suite, 

h 

De mùme^ 

Si doue ou fait croître h iudéûuimeut, ou a 



Hm(A 



_B) = (A— tf)ir'^liinA\e c*V^ 



et la lîmile qui figure au second membre étant nullei il 

vient 

481* On trouve, au moyen de Tint^ration par parties, 

+ [1 —(1 —«•)'] logX} 



X 
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et, en ayant ^aid aux limites, 

« = log 2 — I . 

482. «=lim ~ I log sin ( - - | -h \og sin( - - ) -f- • 

t* ^1 r» /''^\ • . fn—ita\~\ 
=lim — log I sm - - sin — ) • • • sin ) U 

/» croissant indéfiniment. 

On a, d^ailleurs, par le théorème de Cotes, 

1^ L = (a» — 22C0S-7r + il (2' — 2acos~ir -f- 1 ] . • • 

X(z' — ascos— — ir-i-ij. 
Ponr z = i, cette identité nous donne 

et, par suite, 

logjt — a (if — 1) loga 

= log I sio (-- i sin (--)•• «sin --l* 

Multiplions les deux membres de cette ^alité par ^ et 
passons aux limites, il vient 

« = -log— 
a ^a 

Cette intégrale se ramène immédiatement à la pré- 
cédente en posant 

je r= sîn tt. 
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484. L'intégralion par parties nous donne 



/ 



log .r 



Ën passant aux limites ei Lcnant compte de T intégrale du 
numéro précédent, il vient 

485. «— / / 

â 

Faisons dans la seconde intégrale 



elle devient 



On a donc simplement 



— — -T- • 

^ i-hcos»r 4 . 

iSO. Celte intégrale, qui reproduit comme cas particu- 
lier celle du n" î^8•2, quand on y fait a = i , peut s'obtenir 
de la même manière. Elle est égale à la limite de Texpres- 
sion suivante ; 

• -I- log^fl'— 2nco8^^-^ir-f-i^J, 
(£uaiid n croit indéOniment. 
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Celte valeur peut s*écrire 

En vertu du tbéorème de Cotes, la quantité comprise entre 
les crochets est égale à 



donc 



u — lim . - loc >• 

(n ^ a* — i) 



Pour a<^i, (elle limite est o. 
Pour a^i elle est tz log a*. 

487. On a 

-f- x) <fa 



/l^ = .og,lo6(. + .)-/!2ili 
et, par suite, 

Développant log (1 + x) en série, il vient 
III 

cl tumiae 011 déduit des u*' lUi ci 161 



I I I jr' 

I H I ~i~ "r; ~f" "7- ~f" • • • — 77 9 
2* 3' 4 " 



Tintégrale cherchée a pour valeui 
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488. On trouve, au moyen de Fint^atioD par parties, 



— - dx. 



Jo * 

D'un autre côté, 

Jo * t/o * '^•/o ** 

ou bien 

Jf*' log(l— Jr)dar _ log ( r H-> x) dlr _ y' 

en vertu du numéro précédent. 

Cette intégrale aurait pu s'obtenir aussi en développant 

log (i — x) en série. 
On déduirait facilement de ce numéro et du précédent 

0 * — * ^ Jo 2(i-V)"^X 2(1-»-*)"" 8' 



et 



489. Supposons d'abord n pair et égal à a a. Le premier 
membre de Tégalité qu'il faut établir renferme donc a i 
facteurs de la forme F (r) F (i — r), plus le facteur du 

milieu F = it'. Ce premier membre peut donc s'é- 
crire (formule E) : 



I 



(lir\ . iit\ . /a — I ir\ 
— sin --)... sm I I 
a2/ \<I2/ 



» 
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D'ailleurs, on a irouvé (n** 

le produit considéré est donc bien ^al à 

(2ïr)~/î~ \ 

Si n est impair, le nombre des facteurs est pair, et en re- 
courant encore à la théorie des équations binômes, on re- 
trouve la valeur précédente. 
490. On tire de l'équation 

J** e-'^dx = ^ (formule B). 

en la différentîant n fois par rapport à a et posant ensoile 



X 



fr 

O 

491. Posons 

Tiiitégrale devient 

=,._JL_£(f^ (formule G). 

4.92. En diilérenliant par rapport à a l'équation connue 
(formule K) 

il vient 



2 
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493. En muliipliaot par da les deux membres de la for- 
mule employée dans le numéro précédent, intégrant entre 
les limites o et oo , puis déterminant la constante arbitraire 

de telle sorte que Vintégrale s'évanouisse avec a, on trouve 

a * 

494. On a, .pour toutes les valeurs de a moindres que 
Funité, 

(l — 2« COS^X 

= — T(i-l-2acosA*-h2tf'ccisaAar + a«*cos3^« -f-. . .)• 

Multiplions par ^ ^ ^ les deux membres de celte égalité, 

puis intégrons entre les limites o et en tenant compte 

de la formule Kpl viendra, toutes simpliiicaiions faites, 



ir I 1-4- nc-^ 



il = - 



ai — a* 1 — 

49Ô. Ou a, pour toutes les valeurs de a moindres que 
Tunité, 

= sin^4r 4-a sina6« + a'sm30x . .; 



I — la cos A JT -h a* 

multipliant les deux membres par intégrant entre 

les limites o et qd et ayant égard à Tintégrale dn n^ 492, il 
vient 

I ir 

« = — 



a «* — 



496. En opérant comme dans le n*^ 494 et observant qu*on 
a toujours 

/ rxis hx los b'jcdx = o, 
• o 
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tant que les nombres entiers beibf sont différents l'un de 
Tautre^ on trouve 



ira' 

u ~ - 



Si le nombre a surpasse l'unité, on obtient la formule 



4d7. Diflérentiant par rapport à a, il vient 

du C<^dx -('*-^$) 

-7-= — aa/ -r« ^ 

•/o ' 

Si Ton remplace ^ par le second membre se réduit à 
— au, ce qui donne 

u — Ce-'". 

Pour déterminer C, faisons a =s o dans les deux valeurs 
de u; on trouve 



J/»eo I 



et, par suite, 

t 

u = — <?-»•. 

' 496. On a 



if» r 



X 



En appliquant Fintégratlon par parties au second membre, 

OD trouve qu il est égal à — ~r "i P^^ conséquent 



h* 



La constante se détermine par Thypothése & = o, ce qui 

«9- 
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donne 

1 

I — ( formule B). 

o ^« • 

499. On trouve par la diûeren lia lion 

(in r'^ (cosx — û)sin'"xc/-r 

dû ~ ^" Jo (1 — 2 flcosjr -h 

^/'m . , » /•* (cosx — fl)»sin"'j" 

-— =4«(«-»-0 1 T — — ; 

(ia^ ^ ^ (l — ia cosx -i- a» 

(, (i ~ aa cos* H- a») 
L^int^atioD par parties donne en outre 



(2) 



jrdx 

Jw+t 



sin'^^'xr/x 



Jf* CQgxsin^xdlr _ a(«-n)a C"^ si 
^ (i— a«co»«H-«»)"^' a»+i (1— aaco«dP-4-a:»)^ 

d'où 

3î ajiH- 1 (i — aa cos4P-hii' 



f'^ si 



cosjR-t- a*)"*' 

Si Ton élimine la première intégrale du second membre 
eptre cette dernière équation et Téquation ( a), il viendra 



d'^u 2.n \ da 

h — i. — = o; 

da* a da 

ou 

t 

a étant i , c' doit être nul, sans quoi Tintégrale devrait 
croître indéfiniment quand on fait tendre indéfiniment a 
vers zéro, ce qui ne peut avoir lieu. La valeur de c résulte 
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d'ailleurs de 1 h)polbcse a = o (^ui donne 

r'^ . ^ . (2i»~i)(ajf>3),.>3.i n 

u = / sm^jcdje = ï — ^-7 

Jq an(aj» — a). . .4-a a 

Si l'on suppose a ]> i , on ?oit sans peine que l'intégrale 
s^obtient en multipliant rexpression précédente par a'*". 

500. Posons généralement 



Il i 

Si Ton fait =: ii, il vient 



et, en inu'^raui par parties, 

I t 
= pm" J (1 — «y-' 

D'ailleurs 

I I 

• I - /» I — I 

Jo Jo 



d'où 

1 



/•I 1 f\ 1 

(«/»H-i}l (1— aji»»" du = npï (I — «)J^'»" ^11, 
«/o «/o 

et, par suite, 

H- I ) - - //yy A^_, . 

Si /? = m, on a la relation (i). En donnant à p loules les 
valeurs entières depuis m Juscpi'à i, on trouve 

I 

n m 3/î mn ~ 

A(ii= • • = ■ • «t • 

, « H- I an-hi + I /nu 4- 1 
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501. On sait que lexpriisnon — 9 toujours plus 

petite que 6'~'", se lapproclie autant qu'on veut de cette 
limite, quand ou fa il c roi lie iadciiuiinent le nombre en- 
tier n». On peut conclure de là 

■ 

Pour établir celte relalioQ en toute rigueur, considérons 
le6 trois intégrales 



b 
0 



X 



où l'on suppose h <C nt"^ et, par suite, 

C>B. 

On peut toujours prendre m assez grand pour avoir 
A B H- a, a désignant un nombre aussi près de zéro 
qu'on voudra. On peut également donner à h une assez 
grande valeur pour qu'on ait aussi 

I e-'V* — A-r 6, 

6 éunt du même ordre de grandeur que et. U suit de là 
que la diderence positive J e""^ dx — B est infiniment 
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petite poor m et A infiniment grands ; il en est à fortioride 

e"-*^ iix — C, ce qui 

démon ire la relation (1). 

Celte relation ilevieiil intuitive bi Fou . couslruil les 
courbes données par les équations 

En rapprochant de l'équation (1) la valeur trouvée pour Â„ 
dans le numéro précédent, il vient 

I e~* </x=:Lhinl ■ * » /// / 

i„ \/i-M î«-hi ffMH-i y«=- 



Pour «I = a, on sait que le premier membre est égal à 
— Tt'. Quant au second, il se présente sous une forme peu 

commode pour le calcul ; mais il est facile de le ramener à 

celle (le la Ibrniule de Wallis, avec laquelle il présente de 
1 analogie. Ën posant 

/2 4 6 \ 

on a égaleuiciil 



d'où 



(1 ^ 6 S 7. M \ ftt* 

I 3 5*7 2M — 



/ 9. 2 4 4 2/11 2#ll \ f" 

II» — I . — . « ) 

\t 3 3 5 2//I — 1 aw-f- 1 / /// 4 i 
et, par suite, 

liiii u — ( - • — * — • ' '\ » 
a i V ^ ^ / 

ce qui s aecuide bien avec la lormule de Wallis. 
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Le cas général peut se traiter d'une manière semblable. 
On a, en effet. 



m nm "1 



f 

. A 2ff Su mn . #»" 



I m-i SA + i m m-i-i «A H- 1 

* \«-hiy \2A-|-I/ \AIA + iy 

On déduit de ces relations 

* T\A-My \«-hl/ \2A-|-l/ 



■ Ml 



m 



/«« H- I 

et , par suite, 

C. Q. P. T. 

§ XIII. — Équations linéaires à coefficients constants, 

502. Par la méthode de la variation des constantes on 
tiouve 



:> . 1 



On arriverait au même résultat en observant que le second 
membre étant une fonction entière du quatrième degré 
en si Ton pose 

il sera facile de déterminer les coefficients A, B, etc., de 
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telle sorte qnejrt >oit une int^rde partîcnlîère de Tecpia- 
tion proposée. Pour avoir Tint^ale générale, il suffira 
d'ajouter à Finiégrale générale de récpiation privée de 

second membre. 

La méthode précédente peut toujours s'appliquer lorsque 
le second membre de réquation est une fonction entière 
de elle convient encore quand il renferme linéairement 
des exponentielles, des sinus, des cosinus, dans lesquels x 
n'entre qu*au premier degré. Si, par exemple, le secoiid 
membre contient e" ou sinor, on introduit dans l'expres- 
sion dey, la quantité Ae**' ou A sinrijc -h Bcosax, A et 
B étant deux indéterminées. 

Le procédé que nous venons d'indiquer abrège souvent 
Jes calculs. 

503. Conformément au numéro précédent, posons 

Pour que fi soit une intégrale particulière de Téquatiou 
proposée, il faut qu*on ait 

A ^ ----- ; 
J Intégrale demandée est donc 

gmx 



y Cr--" -4- 



■h m 

Si OT = — a, la valeur de^ , qui peut s'écrire 



prend la forme ^ • La vraie valeur de cette expression est 

80*. r = c«« -H 'i'" '■"'i2fLtJ-p:fl. 
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505, r=Aer-«H-B«-*. 

A et B sont deux fouclions de x déienniiiées par les le- 
lations 

On trouve 

B = — - H- C, A = — -h / — — + C ; 

et) par suite, 

h Ce-* ->r C e-^ , 

500. j^-^-h"^H-|H-<?"(C-l-C'jr). 

507. = (^mI^ïï)^ 4-e-(C-hCx). 



Si l*on pgse 



- = cose, ï = smO, 



prend la forme plus simple 

sin («x -h '2 0) » 
— - -r—- ,— «"(C C'a). 

Ollb. — — -t- C cos/^x + C siii/<.t-. 

«* 

Cette expression peut s'écrire 

r z= C sin«x -4- C cos/rx : > 

et 1 ou voit que pour m = n elle se réduit à 

y r= C sm «A* 4- C coswwt H • 

2/1 
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509. M^—ô"^-^ H-Ccos(2'j;-i- a)-i-C'cos(3'xH-6). 

510. / = «(«— i)x^«-h/i(jf_i)(« — 2)(ii— 3)«— ♦ 

— . . . -h C cosjf H- C $in jr. 

511. r = — ^ -^C«"H-C,«^-4- Ccos(flarH-Ca). 

512. jr =: ^^^^ - y^ H- (C H- C.a) cosflj: + (C -t-C» sinax. 

513. Ou est conduit à résoudre une équatiou dont les 
racines sont 2, a, — 2, 3i, — 3i. Il en résulte 

-+"CiCos(3«-j-C«). 

5H. Les racines de l'équation à résoudre sont 
— 3, I -h 21, 1 — ai. 



Il en résulte 



s 



y = _p 4- '-_ ^ -4- *;*(C sinax -- C, co»2x) -i- Cje-". 

§ XIV. — Équations linéaires à coejjicients variables, 

515. Cette équation étant linéaire et du premier ordre, 
on tit>uve, en appliquant la formule connue, 

516. Cette équation est linéaire et du premier ordi'e. La 
formule ordinaire nous donne 

y — L , _,_ jr»)' -f- x\ H — - 1(1 -f- jc'Y-^ A 

-^c[(i -t- x^f -J ". 
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Si If = I, les deux derniers termes peuvent s*écrire 



« — 1 



La vraie valeur de la première de ces expressions, obtenue 
par la méthode connue, est 

On trouverait d*une manière semblable la formule relative 
au cas de n = — i. 

a 

Si a =s — 4» on peut écrire 

'=.-^[(^:)-(i5-:)"]-(^:r- 

La vraie valeur du terme renfermé dans la grande paren- 
thèse est 

518. J = — ^ — ■ T 2 C<r-*«»l»'. 

i»» -1-4 

519. Culte équalion est de la forme 

elle pourra donc s*intégrer en posant 

.» = e*. 

Ou trouve, en effet, 

+ Cx- H- — • 



m* — I jc 
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5i m = I , 

log j: ^, C, 
a « 

520. Mùme observation qu'au 519. Ën posant 
il vient 

I 

521. Remarque dn n** 519. En posant 

I -H = c*, 

Téquation k intégrer est 

< i 

Si Ton opère coaime il est indiqué an n*^ 502, on trouve 
i'acilement 

-hC, cos[log(i+ar)']-4- C, sin[log(i -h x)»]. 

522. Remarque du n® 519. On est conduit à int^rer 
Téquation 

d^r r d^y dr o , ,s 

On parvient facilement au résultat en suivant la marche 
indiquée au n® 502. 

L'intégrale peut se mettre sous la forme 

X-^J-J-j -^4-^[C + C|logx-hC(logxn. 

(MoiGNo, Leçons de Cal. d^.f t. II, p. S90.) 
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523. On remarque qiie i'équation peuc s'écrire 



dont rÎDtégrale est 



— <ï»(arf) = 0, 



^=:i(Cé"-f-C.ir-). 



fSUh. L'équation peut s écrire 
Posons 

ce qui donne 

I dz 



par suile, 



Celte équation, traitée comme celle du 523, a pour in* 
légrale 

zr = A oos (nx + a), 

Â et a étant deux constantes arbitraires. En diâerentianl et 
tenant compte des relations (i) et (a), il vient 

Acos (/lo: -f- a) Asia(/2x-ha) 

y __. mi- -— I 1 . 

525. L équalioi) peul à écrire 



tij} c'y ^ 
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Posons 



elle devient 

_ c»«>jr =0. 

au 

Développant et supprimant u facteur commun, on trouve 



ou bien 



par suite, 



dr d^Y 

9. -4- -+- M €^ur = o, 

du du' 



— c»«r = o; 



L*ëqaatîon proposée s*intègre encore comme il suit : 

Désignons par ^ a« x" une série dont le terme général 
estfljiX'*, n pouvant recevoir des valeurs entières positives 
ou négatives, et faisons jrz=z^x„a^4 Cette valeur, substi- 
tuée dans Téquation dififérentidle, nous donne 

En égalant à zéro le multiplicateur de af^"*^ il vient 



il résulte de cette relation qu'on ne peut attribuer à n que 
des valeurs négatives. Faisant donc successivement n égal 
à — t, — a, etc., on trouve 

/ I c» \ c* \ 
Y = at I * -î 1 _ 4. . . . ) 

\ i.a,3x' i.a.3.4-5x* •••y» 
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el <ti désignant deux constantes arbitraires. Or on a^ en 
général, 



.1 



I H h 



1.2 i.a.3.4 

• • • ■ c*» 



2» 



i.a.3 1.2.3.4*5 
On pent donc écrire 

eu posant 



Ht A» 

2A=:a|H » 2B=:«, 

c c 



5â6. En opérant comme an numéro précédent, on trouve 

jr = * cos ^ -h B sin • 

527. Âu moyen des séries (n° S^)) on a 

528. j = A(3-i5c«^-|-25c»**)tf»**^ 

Les équadonsdes quatre derniers numéros sont des cas 
particuliers de celle de Riccati (n^ 540). 

§ XV. — Équations différentielles non linéaires* 

529. Cette équation est de la forme 

qui devient linéaire en posant 

I 

« = — • 

r 
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Oa trouve ici 

530. jf^J^ + Ce*'* (N«529.) 

531. y* = ^^^. (NO 382.) 

532. = e {N05a9.) 
538. En posant 

I 

9 

inéquation devient linéaire eu égard à et a pour intégrale 

534. L'équation étant homogène, si Ton pose 
elle donne 

Pour m ^ a, le dénominateur de la quantité sous le signe 
est de la forme 

el, par suite, 

//// f /3 a» H- I , /z~a\ 



ao 



3o6 CALCUL IMTiatAL. 

par conséquent, 

Pour in <^ 2 on trouve, en posant m = 2 cos a, 

log (j:' - m.Tj-)^ + cota arc lang"— — j = C. 

Si enfin m = 

X 

On aurait pu intégrer Téquation en passant aux eoordon* 
nées polaires, ce qui donne 



r iMsinOroad»» I antsinaO— a a msinaO — 2. 

Pour rinlégration du dernier terme, voir le n*' 34-8. 
535. Cette équation est homogène et a pour intégrale 

^» H- 2JC»=C(x» 
530. Equation homogène. 

(ar-hj) log-=xe • 

â«')7. L'équation transformée est 

«(i — s*)c&sr:o, 

qui a pour solutions 

X := o, — x'=o, - = C. 

X 

On pouvait le voir immédiatement en mettant l'équation 
proposée sous la forme 

(x</> — y dx) — x'j = o. 



Digitized by Google 



flOLVTIOlt». 

538. Si Ton fait 



X 



ii Tient 

'l>{u \ du ax^'^'^du 



fix — — X 



- et cette équaiiou a pour intégrale 

L V ?(«)-»- «4» («)J 



où 



Vf « 



du 

539. Dans le cas particulier oà Ton a 
1 équation se réduit à 

» 

et rentre dans celle da numéro précédent. 

Pour voir s'il est possible de ramener Téquation donnée 
à la forme (1), changeons de variables et posons 

a et G ciant deux constantes qu'il s'agit de déterminer de 
manière à obtenir la réduction qu'on a en vue. On est 
conduit de la sorte à satisfaire aux deux équations 

a (a 4- a, a -4- <i,6) — H- 6,a -i- ^,6) = o, 
€(« + 4-at6) ^ {c-hCxOL +c«6)=:o. 

Ou peut les écrire 

ao. 
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et si Ton pose chacun de ces rapports égal à X, il en r^nlte 
le syslème 

' {a — ^) + «i« «»8 = o, 

rH-c,a-f-(tfi — X)6 = o; 

d'où Ton déduit, pour déterminer X, et par suite a et '6, 
l éc^uatiou du iroisième degré 

{a^\){b,-'k){c,--k)-b,c, (a -X) X) 

— Oià [Ci — X) -{-a^biC — asiC|=o. 

IjSl réduction à la forme (i) est donc toujours possible, et 

réquaiion proposée peut toujours sHntégrer. 

L'intégration de cette équation a été donnée par Jacoln 
(Journal de Ci elle, t. XXXIV), en adoptant une marche 
très-diUérente de celle qu'on vient de suivre et qui est due 
à M. G. Boole. 

5&>0. Cette équation rentre dans celle de Riccati, dont la 

forme générale est 

m 

et qu'on sait intégrer toutes les fois qu*on a 

4'- 

r étant un nombre entier, pâns l'équation proposée, 
on trouve alors 



Digitized by Google 



S01.UT10NS. 

Celte équation peut s'écrire 



3o9 



Posons I ^ 



elle devient 



h rt^r" — =: o. 



en faisant 



me — «a — 

«~ 2--, 6= —, 

<îe — oc tftf — 6c 



On trouve alors 



c u 



Si me = ne, /la = , ou a 

Si flc — Z^c = o sans que les numérateurs de « et de 6 
soient nuls, Téquaiion proposée revient k 

et elle est satisfaite. par 

j:«/s=C, et par — f=r~*, 

c e 

5*3. On voit sans peine que si x et y iepics(;iiiaieiit 
deuY tangentes les radicaux disparai iraient j posons donc 

y=tang«>, x = tangK; 

Téquaiion devient 



3lO CALCUL IMTÉGIUL. 

Faisant 
on trouve- 

sins 

équalion qui s'iiilègre au moyen du n" 348. 

On obtient alors x et j en fonciion de i'auxiiiaî 

9Ah, L'ëquation proposée revient à celle-ci : 
dont riutégrale est 

(,-ï-c)UJ)(.-^)=. 

(/-C)»=-^ ( arc8in-| • 

d'oà 
et enfin 



547. Posons 



jr = X tangue 



il vient 



dx du dp pdf} 



I 



•OI.1ITI01I». 3 1 1 

et en désignant une constante arbitraire par log' 



I 



On en déduit 

cl par suite, en teuaul cotuple de la valeur de 



I — n» 



— — J * 



548. Cette équation est homogène en x et en jr, comme 
celle du numéro précédent, et peut se traiter de la même 
manière; mais il est plus simple de la résoudre par rapport 

à ^> ce qui donne 
ou bien 

^ p=±i, 

qui a pour intégrale 

(«'— i)^'-»- (Cd;*)'. 

549. £u posant 

Fint^ale résulte de l'élimination de p entre les deiix 
équations 

jr=:(i 
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SSO« L'ëquatton peut s'écrire 

X 

et aon int^rale s'obtient en éliminant P=^ entre eelte 
équation et la suivante : 

/)^« =r - 2 1 (i-H - log [/» -h (I -h ] j -h C. 

551. Cette équation revient à 

équation homogène dont l'intégrale est 

552. L'équation peut s'écrire 

y ■+•/(*) -»-fCr)4r = o 

ou 

On a donc * 

et par conséquent, 

On tire de là 
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S53. Lorsqu'une équation différentielle est bonaogène 

par rapport aux quantités jk? dj^ d\y\, d^y, etc., on 
peut toujours eu abaisser 1 ordre ci uue unité en posant 

Ces hypothèses conduisent ici à la relation 

d^u du. dt^ 

Faisant 

• da 



3F = *' 



il vient successivement 



I c'x 
. I — ex I — ex 

c' X 

jr = xlog-- 



cx 



SSt-. Même observation qn^au numéro précédent. 
On trouve 

i 11'-* 

Xc-\)x^ +c'-\xy \ _ 

■ T ;: ■T^— ^* 

(c -h — (a^ -h «»— ia?)»J 

555. L'équation est homogène par rapport à 

dy d'y 

et s'intègre alors en posant 

dy 
dx 

On déduit en effet de là 

</« dx 



u ' 
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et oette équation « poar intégrale 
d'où 

log(Cr ) = Cii»l<ig [x («» J -h Ca: [« H- {a* H- . 

556. En opérant comme au numéro précédent, ou ^ 
trouve 

557. L*é(iuatîon peut s'écrire 

dp ^xdx ^ 



d*où 



M a:^ ^' -t- ab 
^ — - — +C= 



D'ailieur», 



C'est Téqualion de la courbe élastique (u'' 003). 
558* L'équaliou pcui 6 ccrire 

On tire p de là, et Ton trouve ensuite 

= - - * log . 

^ et c étant deux conslaules aii)itraire8. 

559. rf^ -h J?') = 'rfar. 
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Celte équation linéaire du premier ordre s'intégre par la 
formule connue et conduit k Tintégrale suivante : 

3 

à*x= 5— C»^ 

93 9 

t 

H- C«(fl» H- -h Ca* log ^ " ' ' 
560* On arrive a une équation linéaire en posant 



1 



ce qui conduit à Tint^ale générale 

jr -h C = l0g(*« - C») - ^ log 

561 . On pose 

jr» + /,» = «», 

cion arrive à une équation qui devient facilement linéaire 
et du premier ordre. On en déduit 

562. Cette équation peut s^écrire 

c'est la fôrme de Téquation de Clairaut. On trouve pour 
Tintégrale 

C« + C = log [cj^ -h «(1 -H fl«C>)^] . 

Il y a une solution singulière 

. C -f- .r 
/ = /t<isin • 
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§ XVI. — Solutions singulières des équaUons différen- 
tielles, du premier ordre, 

563. («-i-^)» — 4fl/ = o. 

564. r» = n-«». 

C'est à propos de cet exemple que Taylor (171 5) a re- 
marqué, le premier, qu'une équation difrëi entiellc peut 
avoir des solutions non comprises dans Tintégrale gé- 
nérale. 

565. — «»=o. 

566. La méthode conduit à 1 ëquaiiou 

mais cette solution ne satisfait pas à la proposée. 

567 . On trouve 

^= 

et, par suite, 

On obtient Péquation proposée quand on cherche une 
courbe. telle, que la portion de la tangente comprise entre 
les axes coordonnés ait une longueur constante. La solu- 
tiou générale donne toutes les langeutcâ à cette courbe 
(n« 228). 

568. On arrive à Téquation 

fljf -4- ^ = o, 

qui n'est pais une solution singulière, puisqu'elle ne satis- 
fait pas à la proposée. 
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570, Pour qu une latérale d'ane équation différentielle 
du premier ordre 

soit une solution singulière, il faut et il suflit qwe la valeur 
de p qu'on en tire annule ^ sans annuler ^* En appli* 
quant ici ce caractère, on trouve que 

est une intégrale partieulière de l'équation proposée, et 
que 

en est une solution singulière. On obtient d^ailleurs facile- 
ment, pour l'intégrale générale, 

571. C'est une intégrale particulière. En différentiant la 
proposée, on arrive à exprimer son intégrale générale par 
le système de deux équations. 

§ XVII. — Équations différentielles simultanées, 

573. En éliminant j, il vient 

d^x dx 
rfl» ^ dt ^ 

et, par suite, 

ig6 i4 » 
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573. «r=:^^-^<?"-*-(C.r-4-C)e-", 

/ = ^H- - (C,r -h C. -h C)«-«. 

574. On trouve, en élîmitiaot / et je, 

£f _ . 4- « " c -h c') ^ -h (« é-'c + ôc' );r = o , 

dont l'intégrale est 

6, y éUiiiles racines de Vëqiiation 

«• — («' 4- a"e -f- -4- fl'^"<r a'^bc' = O. 

Connaissant JT, on trouve facilement j et exprimées eu 
fonction des mêmes constantes arbitraires. 

575. X— î!^ZL5^,H-C,cos(ArH-a)-hC,cos(/rr4-6), 

6a — ûo 

C,cos(A/ H-a) 

/t* et k* sont les racines de Féquation 

(fl' H- b)u 4- — «*' = o, 

et 0, , Cs , a , 6 désignent des constantes arbitraires. 

576. X = cosa/ — a sinaf H- cosi -h Ci cos 

-+-C,cos(3 

La valeur de se déduit facilement de celle de x, 

577. On obtient une équation qui ne renferme plus de 
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termes indépendants des dérivées, en éliminant m entre les 
deux équations du système. On trouve ainsi 

rcosô -7— H- acosô — rsmO-T- sinô =. o. 

dt^ dt dt dt* dt^ 

Or hi prcinior nioinbro tic cette équation est la dérivée 
seconde de rsind par rapport à t ^ doue • 

(3) rsin0 = <i/ + 6, 

a et ^désignant des constantes arbitraires. D'un autre côté, 
si Ton multiplie Téquation (t) par sin^, Téquation (a) 
par eos9 et qu*on retranche le premier résultat du second, 
il vient 

cosd-— —rcosO—- — rsniO-=-r — asmô-r--; m = o, 

dt' dt^ de* dt dt * 

équation qui se ramène à 

d'(rcosB) 

— ^-n — ^ =«; 

par suite, 

ffffi 

(4) rcos9= hC*-hC'. 

« 

Les relations (3) et (4) donnent la solution du problème. 

578. Multiplions la première équation par J?> la deuxième 
par la dernière par et posons 



il vient 



. a(è — 



b 
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a, ^) y étant trois constantes arbitraires* Ou déduit de là 

Cette équation ne peut s'intégrer généralement qu^au 
moyen des fonctions elliptiques. 9 étant exprimé en fonction 

de on aura aussi y vi z en fonction de la même variable. 

Les équations proposées se reiiconlren l dans le problème 
du mouvement d'un corps solide qui tourne autour d'un 
point fixe, et qui n est sollicité par aucune force. 

579. Les équations données reviennent aux suivantes : 

\ * d^_dKx ^_î£Rr ^/*s__rfRg 
A» ~" dr r* de "~ dr V dt*^ dr r' 

On en tire 

xdj — jrdx==Ctdt, jdz — zdj'^Ctdt, zdx — j-</z = Qrfr. 

SiPon ajoute membre à membre les carrés de ces équations, 
le résultai peut s'écrire 

A* représenunt la somme + + C,. 

D'ailleurs, eu multipliant les équations (1) respective- 
ment par a^x, ^dz et ajoutant, il vient, aB dési- 
gnant une constante arbitraire» 

ite» H- rf^ 4. dz* =s 2(R -t- B) dt\ 
> ce qui permet de mettre l'équation (a) sous la forme 

(3) {xdx -^-jdy -h zdzY = [2r»(R 4-B) — K'\dt^ = r'dr\ 

On tire de 1& 

(4) <lr = [ar«(R -h B) — k^prdr f 
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et, eo différetiUant^ 

d*r _ ^/R A- 

Ce résnitat nous permet de déduire de la première des 
<^(|uaiious une relation qui ne renferme plus on trouve 
aiusi 

d^x .T r A' X 



r dt' r» r * 

ou bicu 

Changeons de yarîable indépendante et posons 

la relation précédente devient 



et, par suite, 



•p=gt COSf + A| SlUf . 



Ou aurait de même 



'P=g* cosy -t" ht ftiOf , 



' =:g^cMf + Atsinf. 
r 

D'ailleurs les équations (4) et (5) nous donnent 



ai 
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Les constantes arbitraires A, B, ce, 6, ^i, //i, etc.. De sont 
iras toutes indépendantes. En effet, si Ton élève au carré 
les valeurs de jr, on trouve 

I = co^' t(irî + ^rî H- il) + »n»f ( A? + -h 
H- a sin f cosf ( g', /*, -+- g» At 

Cette relation ayant lieu pour toutes les valeurs de 9, on en 
conclut 

gt Ai H- ^1 A» + g»^» = o; 

de plus, 6 modifiant seulement les constauies gt^ //j, etc., 
on peut le supposer nul, et il reste en définitive six con- 
stantes distinctes. 

Observons aussi que les inté^ales qui déterminent t et 
ne sont pas indépendantes. Si Ton pose, en effet, 

S = J ^[2rHR-t-B)-Af , 

on a 

. ^ //S 

Si R= ^) fA désignant une consume, le calcul précédent 

donne la loi du mouvement d'un point matériel attiré par 

une force centrale qui varie en raison inverse du carré de 

la (iistance. 

Ce calcul, dû. à M. Biuet, a éié appliqué par lui au cafi 
d'un nombre quelconque d'équations. 

{^Journal de Liouvillti, t. II.) 
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S XVIII. ^ Équations aux differentiefies partielles 
linéaires et du premier ordre» 

580. Il faut intégrer les deux équations simultacaes 
On trouve 

d'où, eu désiguaot par <^ une fonction arbitraire, 

581 . Les équations à int^rer sont - 

rf« = — dr= — dzi 

la première donne 

et) par saite, 

r T 

582. On a 

dx ^ify dz^ 



d*oà 



583. j:€ix=7t(r=/'--i 



d'où 



21. 



« 
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8». * = è = '^i 

^ „ ^ _^ . 

C «JT 

ffff rfy di 

586. — = — — =i;i ; 

on tire de U ^ ' 

^ m cos/> (C — fl-r ) — sin/>(G— ox) _^ ^ 

et, par sidte, 

m cospr — ap s\npjr , , . . 

8W. ± = % = ± = ^^, 

g 0 C XJZ 

d*où 

« = ^ 7« — ^ ( <?r ) + *^ + ? tr — * — ) • 

588. =— = — 

La première équation peut s'écrire 

qui s'intègre immédiatement an moyen des coordonnai 
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polaires, el doiiiie 

•rc lang log H-/>)' = C. 

On « aussi 

X(lx-\- y dy 

et, par suite, 

a SOOSjr^ 



590. 



<fe i^y <fe 



multiplions les deux termes du premier rapport par 
ceux du second par 6-^ cbacua de ces rapports ser 
égal à 



• •) _;. 



ce qui exige qu on ait 

On trouve sembiablement 
d'où 

-i- y =z. if [nx -\- b) 2) 
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591. —=-::-=:•_; 
x' y* 

X (y — x\ 

%y 2 ^ \ *y } 
dx dr tk 



m. 



* ^ 2Xr(ll' — «')^' 



S = 0 sin 



59». 

Soit fait 

'-■^•=zdtu —dv, 

d'oà 

W en résulte 
et, par suite, - 



594. «^_5L^ + ,.ç(f,-l) 



ê 
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595. 



SOLOTIO»S. 

r/,r dy ffz dk 



y-\-z-^u z-t-«-f-« u-{-jc-^jr x-hj-^z 
Ajoutons terme à terme ces rapports égaux, il vient 
-h^ H-t-f-w) djt 

en posant 

D*aî]lcurs, on a austî 

df — dz d{y — ») dp 

d^où résulte 

On trouve encore, à cause de la symétrie, 

♦X* — »)' =2î C'r — *)^a=Cî 
rt*c|uaiion intégrale est donc 

§ i!^IX. — Calcul des variations, 
Formules générales : 

^ i V</Jî = A,^ — Ac, -4- / hudje, 

A,^ représente ce que devient la fonction A quand on y 

remplace les lettres qui y entrent pai les valeurs qu'elles 
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prennent à la limite x=z Xi) A,^ a une signification ana- 
logue. D'ailleurs, 

-»(q- £+•••)- ] 

.■ip(Q-^+...\+..., 

(i) A> — A< =3 0, équatioD aux limites; 

(s) B = o, éqmiioii iadé6nie. 

Si V renfermail Xo, Xi, Jt^ p^y /'iv valeurs de x^jr^ 
relatives aux limites, on ajouterait an premier 
membre de Téqualion (t) la quantité 

Lorsque la fonction V ne contient pas de dérivée d'ordre 
supérieur au second et qu'on suppose en outre Ms=Oy 
Téquation (2) se remplace par celle-Gi : 

et si Ton a à la fois 

M o, M = o, 
elle se remplace par la suivante : 
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Loncfue V renferme plusîenrs Fonctions de or, chacune 

d'elles donne lieu à une éqiialion de la lorine (ci), à moins 
toutefois qu'elles ne satisfassent à une ou plusieurs équa- 
tions données. 

596. On trouve 

/; x-4- afl(4f*-l-7*)' s=o, 

équation à laquelle on peut arriver sans employer la mé- 
thode des variations. En faisant tourner la courbe obtenue 
autour de l'axe des la surface de révolution qui en ré- 
sulte renferme un yolume qui, parmi tous ceux de même 
masse, exerce l'attraction maximam sur un point de Taxe. 
L*attractioo est supposée proportionnelle aux masses et en 
raismi inverse du carré de la distance. 

597. L'élément de la surface en question est 
p désignant le rayon de courbure ; on a donc 

Comme x etjr n'entrent pas explicitement sous le signe, on 
trouve, d*après les formules générales, 

s 

OU Dieu 

9 

ce qui peut s'écrire encore 
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Par un chaiigcincnl d'axes conveuublc on obtiendra 

ou bien 



dont Tintégrale est 



Ou déduit de cette dernière 



1 

» 



équatron difTérentlelle d'une cycloTde. 

Les quatre constantes qu'introduit l'intégration coni' 
plèle sont déterniijiées par ies cttiiditious de la cjueslion. 
Dans le cas où Ton donne les points extrêmes A cl 13, sans 
donner les tangentes en ces points, l'équation aux limites 
se réduit à 

Qi^/'i — Qfl^/>« — o ou Q, = o, Q, ==o; 
par suite, 

9i = CO » ^« = CD - 

Les points A et B sont doue les points de rebroussement de 
la cycloide. 

598. Cette question est celle du numéro précédent gé- 
néralisée^ elle se traite de la môme manière. Ou trouve 
en effet, pour Téqualion différentielle, 

SitH- I 3i»H- I 



Il±iiL__^c/.H-c_.ii±i 



1 
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OU 

3it-4- I 

r 

ce qoi peut encore s'^rire 

p"r= — 

{I 

En chaDgeant convenablemetit les a^s, cette éqoatîoD de» 
vient 

Kp K 

P^= î = ï' 



Prenant maiiilonanl Taxe des x pour l'axe des et réci- 
proquement, ei désignant toujours par la lettre/? le coeffi- 
cient an{;ulaire de la tangente, on a 

(!) 



Substituons à p sa valeur 

pdp 

et intégrons, il vient 



On peut démontrer que dans les courbes définies par cette 

équation difTérenticlle le rayon de courbure est piopor- 
tionncl à une puissance de i orciunuée. Un lire en cilcl de 
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Téquatioti (i) 

et, par suite, 

OU simpleuient 

en changeant convenablemenl les axes. 

{0»'BowETj Journal de Ltouuille, t. IX.) 

599. Soient r ei 0 les coordonnées polaires d'un point 
quelconque de la courbe, ds Pélément de Tare, et f'i les 
valeurs de r qui correspondent aux constantes Xo et Xi\ 
si Ton fait seulement varier 9, ce qui est permis, la condi- 
tion du maximum ou du minimum nous donne 

et, par suite, 

dr 



'[{?)•-]■ 

Celle équation intégrée (n" 398) prend la forme 
r»-»-" cos (rt 4- i) (0 — ô,j =C = r," 



Les courbes que celle équation renferme jouissenl de la 
propriété de représenter, dans un grand nombre de cas, les 
intégrales eulériennes de secçnde espèce (Serket, Journat 
de lÀOuville^ t. YII). Ou les obtient aussi en cherchant la 
figure d'équilibre d'un iil tlexible, homogène, dont la ten- 
s^on varie d'un point à l'autre proportionnellement à 
I t^.aisseur, et dont tous les points sont sollicités par une 
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force centrale en raison inverse de la distance. (O. BoHirBT, 

Journal de IdownlUy t* IX.) 

• » • 



600. i f \x—^,)"ds 

On a d*aillears 

et, par suite, 

d,$s = ^d.Sx ~ d .Sr -h -^d.^z. 
dt d$ ds 

Après avoir substitué cette valeur dans la première équa- 
tion et inté^é par parties pour faire sortir du signe J les 

différentielles des variations, on arrive aux équations sui- 
vantes : 

A représentant Texpression 

% 

Les deux premières suffisent pour déterminer la courbe. 
On en tire 

donc la courbe est plane. Si on la suppose située dans te 
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plan des x, jr, îi faut intégrer Téquatton 

(.-«.).J = C. 
Cette équation* revient à la suivante : 

ou plus simplement 

dont il est facile de trouver les cas dMnt^ralMlité. 

Si n s= — ^yla courbe est une cycloïde et le calcul (|ui 

préc ède est celui de la hracJiistocJironc, 

Cherchons ce que devient l'équation aux limites quand 
les deux points Po et P répondant à x« et Xi ne sont pas 
fises» mais assujettis à rester sur deux courbes données 
et Cl* Les variations des points extrêmes étant indépen» 
dantes Tune de Tautre, on a d*abord 



A«, = Oy ou 



(dx ^ dr ^ dz . \ 



c'est-à-dire que la tangente à la courbe au point P est per- 
pendiculaire à la laugeule au même point de la courbe C|. 
Ou a aussi 



H- * X, / ' « (JP — «t)"^' «fr = O» 

D ailleurs, pour tous les points de la courbe, 

r/.r J, , d.rl 

^d I (* — ^.)- -^J -n{x — = o; 
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d'où Ton lire 

J\ - ^)-. A = [(* _ X.). ^] ^ _ [(^ _ . 

L\'(|uatioii (3) devient alors 

Dans les multiplicateors de fy^ et d on peut remplacer 
Findice par Tindice Xi, car on a, pour tons les points de 
la courbe, 

{x — x^Y = const., (x — X,)" — — const. 

L^équation (4) ainsi modiGée prouve que la tangente à la 
courbe cherchée au point P] est perpendiculaire à la tan- 
gente au point Pq considérée comme appartenant à la 
courbe C^. 

L*iniégration des équations (i) introduira quatre con- 
stantes, et il y aura en outre à déterminer les six coordon- 
nées des points el Pj. Il est facile de voir, d'après la riu - 
thude générale, qu'on obtiendra en tout dii équations pour 
calculer ces valeurs. 

Les courbes renfermées dans Téquation (3) s'obtiennent 
en faisant nmler sur Taxe des^ les courbes dont Féquation 
est 

r*ciis///e = r*. (M* 599.) 

601. Si Ton suppose la génératrice du cylindre parallèle 
à Taxe des 4^, la surface a pour équation 

(i) ^(x,r) = o. 
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La condition du minimaui nous donne, en supposant les 
limites constantes, 

D*ailleurs la relation 

dx dj ' * 

déduite de (i), permet de réduire à deux lesTariations sous 
le signe. Il en résulte alors les deux équations suivantes : 

« 

(3) 4>o, ^ 

dx d* dx ds * 

dont la dernière est une conséquence de (i) et (3). 

Cette- équation (3) apprend que pour toutes les surfaces 
cylindriques la tangente à la ligne minimum fait un angle 
constant avec la génératrice. Ce résultat était facile à pré- 
voir. 

Si le cylindre est droit, la courbe a pour équations 

zz= bs', 

c'est une hélice. 
608. Il s^agit de rendre maximum rintégràle 

f^^dx — ayds) = o. 



On trouvQ, en faisant varier seulement Tabscisse, 

dx - 
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en, par suite, 

Cette équation n'est pas intégrableen général, mais on 
peut toujours obteoir s en fonction dey. On a en effet 

<n <lx aydy 



ce qui s'intègre sous forme finie. 

Si 6 s 0, la courbe est un cerclé. ' 

603. La théorie des maximums et minimums relatifs 
nous donne 



•/«a 



Si Ton fait seulement varier l'abscisse, il en résulte l'é- 
quation diÛëreutielle 

ou 

ou bien encore 

dx 

et, par suite, 

C'est Péquation de la courbe élastique ( 357). C'est 
aussi celle de la courbe que décrit le foyer d*une ellipse 
ou d'une byperbole dont le grand axe est et qui 

roule sans glisser sur Taxe des x, 

22 
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- ^ùk. La question revient i trouver la fonction de x qui 
rend minimum le produit. 



(0 



Or, si Ton cberdie en général à déterminer une fonction y 
telle que le produit UV soit maximum ou minimum, U 

et V désignant deux iniégrales définies quelconques prises 
entre les mêmes limites, ou est conduit à la relation 

uav-hV*u=o. 

Les multiplicateurs des variations sont ici des constantes 
qu*on pourra calculer dès que la fonction sera connue. 

Dans le problème proposé, l'équation à laqnelle il faut 
satisfaire est la suivante : 

A et B représentant les valeurs oonsuntes que prennent res- 
pectivement les deux facteurs du produit (i) pour la valeur 

cherchée de jr. 

L'équalion (2) peut s'écrire 

i J[cx -H/>»)']rf« = o; 

il en résulte Téquation diiférentielle 

ed» — é ^ — r=^» 

et, par suite, 

, Il est manifeste que Parc de cercle qui répond i la question 
doit tourner sa convexité vers l'axe des ». 
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Les eonstantes Â et B, dont le rapport est le rayon même 

du cercle, se déterminent au moyen des intégrales dont elles 
expriment les valeurs. 

605. y variant senl^ on a 



Afin de faire apparaître sons le signe la différentielle de ^i, 
on pose 

11 en résulte 

et, en ayant égard aux limites (^ui sont supposées constantes, 
L'éqaation de la courbe est donc 



d*où 



et,^ par suite. 



€tt fit 



Soit fait ^ssuy Téquation (A) devient 

n (î u 
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el enfin 

nads 



djr =^ 



Pour /I = I, 011 trouve la c(^ainette. 

606. Le dciiominal( ur de l'expression proposée ne de- 
vaiii pas changer avec la nature de la courbe, il suffit de 
poser 

Cette équation devient, en ne faisant pas varier 

Je 
' {xff'dsès-h Xfd,9s)^o. 

Afin de faire apparaître partout sous le signe la diiïéren- 
tielle de $ on pose 



doù 



et en ayant égard aux limites qui sont cpnstantes, 
On trouve alors pour l'équation de la courbe 



d'où l'on tire 
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ei, par suite (11° 605), 

ad» 

<r= r» 

eu posant 



Si 9) = I, ou trouve la chainette. 

Le cas général est cdui où Ton cherche parmi toutes les 
courbes de longueur dénuée celle dont le centre de gravité 
est le plus bas, en supposant que la densité soit en chaque 
point fonctipn de Tare qui y aboutit. 

607. Posons, pour abréger, 

on aura, p désignant le degré d'homogénéité, 

, du , du 

par conséquent, 

/ , I . du . , du ^ 

] du j, du 

D'un autre c6té, puisque Fint^rale Judx est un maximum 

ou un minimum, sa variation est nulle. En observant que- 
ies fonctions j^iy^tj- • • > ne sont liées par aucune rela- 
tion, il en résulte 

du da j .du du 
a'-yy=~ajef «— -7- == -j— «or, . . . . 



Digitized by Google 



34^ CALCUL ISTAgHAL. — SOLVTIOIIS. 

I 

. Par suite, Féquadon (A) devient 



, du , du , 
pdu = tfy, -h -7- </j^, -h. . . 



= du'f 



du , , du , , . 

et comme/» est supposé différent de on en condut 

l( = C. G. Q. V. D. 
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QUESTIONS DIYËHSËS. 



608. Vérifier la relation 

OÙ Von a m^py m et p représentant des nombres en- 
tiers. 

609. Vérifier la rdaUon 

H- — /i^)''-'(x -h nb) 



(I) 



-h . . . 



où Ton suppose m entier positif. 

(Âbbl.) 

» 

610. Siy*(x) est une fonction qui prenne la forme P+Qi 
quand on pose 

P et Q élaiu des fonclions réelles en x et jr^ on a généra* 
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lement| 



d"V _ «/"P 

(Paouhet.) 

611. Logx ne peut (Hie égal à UDe fonction i alionuelle 
dex. (LiouviLLE.) 

« 

612. Délermioer ^(x) par Ja condition 



^ f^\9.x)d9. — n^[jx). 



613. Démontrer que la fonction ^ (x) est identiquement 
nulle si on a, pour tonte valeur de n, 

614. Trouver, au moyen de la formule de Wallis, la li- 
mite des expressions 



«/o «/o 
quand n croit indéfiniment. 

615. Soit la fonction 

<i,4r,H-«2a:a-h ... -4- «'«J'J^H- -f- ^t^j-H ... 4- ^'h*»)' + etc., 

le nombre des polynômes élevés au carré étant égal à ». 
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Les variables Xi , . . . , x„ sont liées par des relations 
linéaires à // autres variables z/j, i/t,. . ., de telle sorte 
qu'au moj.en de ces dernières la fonction prend la forme 

A,«; -h Ajtt' -h. . .H- A„<; 

démontrer qae le produit Ai Af • «A» est un carré par- 
fait. 

616. Quelle doit être la relation ss=:<f(x)y pour que 
rintégrale 

J/» * (/s 
'» (A — x) ' 

soit indépendante de A? 

617. Quelle doit ôtre la relation 5 s= <p (je) pour que l'in- 
t^ale 

J (A — xYds 

soit indépendante de A? 

« f 
6tô. Ëtant données les deux équations 

, . d"y d^~^r 

t 

dans lesquelles pt^- • - , Pn sont des fonctions de 
démontrer que toute solution de. l'équation (1) est un fac* 
leur qui rend intégrableTéquation (a), et réciproquement. 



619. Étant donnée Téqualion 



dx J 



GV = o, 
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daos laquelle V» K et G sont des fonctions de K res-> 
tant constamment positif, démontrer que V et -r- ne peu- 
vent 8*anntiler pour la même valeur assignée i x, (Srnax.) 

620. Si l'on connaît une intégrale première de Téquation 

on peut toujours olitenir son intégrale générale au moyen 
des quadratures. ( Jagobi . ) 

621. Soit rexpressiou 

(A) D» j H- A|D-'/ -h Afjy^Pjr 4- . . . + A. =/tr)» 

où Al , At ,. . . , A^,. . . représentent des fouclious de la 
variable et où Ton a fait, pour abréger, 

Si Ton désigne par u et \^ deux fonctions de la même 
variable, on trouve 

+ _E!:iL_ <.>/(,) +...+ ^<-yw, 

I .2. . ./» ' I .2. . .« 

quelle est la loi de formation des quantités ^^f{v)? 

622. L'expression ^^^f(y) étant dite la conjuguée p''"'" de 
f(y) (n" 621), on a les théorèmes : 

i<* Si la fonction annule identiquement f{jr) et ses 
p — I premières conjuguées, Tcquation différentielle 

(I) /{r) = o 

admet les solutions 

c, Cl , tj, . . . , c„_i désignant des constantes arbitraires. 
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3° Si les p solutloQS (a) satisfont i Téquation (1), 
l'équation 

est satisfaite egaicinent par les p — h premières solu- 
tions ('2). 

Si les équations 

ont une solution commune 9^u*et si la seconde est satis- 
faite en outre par les solutions 

(3) c.ay,, c,«*7,,..'., c»-,je^j., 

la première Test aussi, et elle admet de plus la solution 

638. Soit jr, une solution de Téquation linéaire 

D/ -4- A,j^ = o; 
si Ton déduit de cette écjuatioii la suivante, 

(1) M'^jr-^ (i)^'^""'*^"^-""^ (^) A,l>"-''/~H". 
dans laqudie on a 

Ai H~ Ajj , 

désignant cette nouvelle équation est satisfaite par 

les n intégrales ^ 

c/, , tfi Jîj^, , , . . , r,H-i • ( BassswE.) 
024. L^équation 

tnv f/'V rf*V _ 
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est salitfaite par Tintégrale 

dadbde 



///, 



r> 

[(x-a)'H-(^-A)«-l-(z-c)«]» 



dans laquelle on suppose les limites constantes. Trouver 
une solu|ion de forme semblable pour Téquation 



d^W H'V 



tix* dy 

n claai le nombre des variables indépcudantes. 

625. Sachant qu'une fonction F ( jr) cs^ égale à la somme 
de la série convergente 

A» -f* Ai COSd; -f- As C0S2» + ... H- An COSi?X H- . . . 

pour toutes les valeurs de la variable coQiprises entre o 
et ir, ainsi que pour ces limites, démontrer qu'on a géné- 
ralement 



2 

An — - I F (») mnxdx. 

^ Jo 



696. La proposition précèdent étant vraie pour la fonc- 
tion 



en conclure la relation 

TT ff" 1 a cosx acosiix a cos3x 

2 ^— 41» ^ 2â~ -h I' fl' -h 2' ~" -4- 3* 

627. Sommer les séries 

I I I 



II» 4-1 » »'-*- a' «*-h3' 
ï I I 



. . . , 



(EuLER.) 
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638. Sommer la série 

III 

629. Trouver la combe dans laquelle la projeclion du 
rayon vecteur sur la tangente a un rapport consUot avec la 
disiaucc du pôle à celte même tangente. 

630. Trouver la courbe dans laquelle la distance de l'ori- 
gine au pied de la normale a un rapport constant avec la 
longueur de cette normale. 

631. Trouver la courbe dont Taire est égale au cube de 
l'ordonnée divisée par Tabscisse. 

632. Trouver la trajectoire orthogonale des lemniscales 
dont 1 équation est 

a étant un paramètre variable. 

633. Trajectoire orthogonale des ellipses données par 
l 'équation 

y» 

le paramètre variable étant b, 

634. (Fig, 27.) Trouver la courbe qui coupe une série de 
paraboles ayant même axe et même sommet, de telle sorte 
que les aires ÂMP, AM'P' soient ^ales à une surface 
donnée. 

635. Trouver la cotirbe qui rencontre une série de cer- 
cles concentriques de telle sorte que les arcs de ces cercles, 
compris entre une droite fixe menée par le centre et les 

divers points de rencontre, aient une longueur constante. 
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G3(). On peut loujours irouvcT,sur un quadrant d'ellîpsc, 
deux points tels, que les normales qui y passent soient à la 
même distance du centre. Relation qui lie les abscisses de 
ces deux points. (Points associés.) 

637. Soient m et m, deux points pris sur un même qua- 
drant d'ellipse, et fii leurs points associés (n^ 636)^ dé* 
montrer la relation 

mmm% — are pfii '=p% — Pf 

pi et p étant les longueurs des perpendiculaires abaissées du 
centre de Tellipse sur les normales aux points m et iiti. 

638. Trouver une courbe telle, que la longueur de Parc 

soit dans un rapport constant avec la distance de l'origine 
au pied de la tangente. 

639. Trouver la courbe dans laquelle le rajon de cour- 
bure est égal à n fois la normale. 

640. Trouver une courbe telle, que, si d'un point ûxe pris 
dans son plan on mène des rayons vecteurs & ses divers 
points, la projection du centre de courbure sur le cayoïi 
vecteur engendre une courbe semblable à la première. 

641. Trouver une courbe semblable à sa développée. 

642. Trouver la courbe dans laquelle une puissance don- 
née de r abscisse est proportionnelle à Tare. 

643. On suppose que la courbe dont Tcquation est, en 
coordonnées polaires, 

r* cosmO 

roule sur une droite donnée, cl l'on demande le lieu décrii 
par le pèle. 

644. Si les plans normaux d^une courbe sont tangents 
à une sphère donnée, la couf be est reclifiable. 
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645. Trouver la conrbe qui coupe sous un angle constant 

toutes les généraii ices d'un cône droit. 

646. Lieu des points de rencontre des plans tangents me- 
nés à un ellipsoïde par les extrémités de trois diamètres 

conjugués. 

647. Par le centre O d^un ellipsoïde on mène an plan 
quelconque et une normale & ce plan, puis on porte sur 
celte normale, et dans le même sens, des longueurs OA, 
OB égales aux demi-axes principaux de la section obtenue, 
trouver le lieu des points A et B. 

648. Surface enveloppe d'un plan qui touche deux sphères 
données. 

649. Surface enveloppe des plans normaux 4 Tellipse 

sphérique(u'>302). 

650. Par un point M d'nne surface on mène un plan 
tangent, et d*un point ûxe O on abaisse sur ce plan une 

perpendiculaire OH. Si l'on prend sur OH un point M' tel, 
qu'on ail OM'.OH égal à une constante K'. le lieu des 
points M' est tel, que la perpeDdiculaire OH' abaissée sur 
son plan tangent en M' passe par le point M; et Ton a 
aussi 

OM.OH' = K'. 

651. On donne deux ellipsoïdes P et Pt, concentriques, 
semblables et semblablement placés; des points de P| 
comme sommets on décrit des cônes tangents 4 P : démon- 
trer que deux quelconques de ces cônes se coupent suivant 
deux courbes plaues. 

652. Étant donnée une surface qui sépare deux milieux 
homogènes, on suppose que des rayons lumineux passent' 
de l'un dans l'autre en suivant les lois ordinaires de la ré- 
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fraction. Démontrer que si les rayons incidents sont nor- 
maux À une même surface^ les rayons réfractés seront aussi 
normaux & une autre surface. (Dupih.) 

653. Trouver la surface qui coupe à angle droit toutes 
les sphères passant par un point donné et dont les centres 
sont sur une droite fixe menée par ce point. 

65^». Équation générale des surfaces qui coupent à angle 
droit Fellipsoïde dont Téquation est 

.r» z» 

655. Trouver une surface telle, que la distance d'un point 
donné A au point où une droite iixc AH rencontre le plan 
tangent en M soit proportionnelle à la longueur AM. 

656. Trouver la surface pour laquelle les coordonnées du 

point où la normale rencontre le plan des sont propor- 
tionnelles aux coordonnées correspondantes du point de la 
surface. 

657. Trouver la surface de révolution pour laquelle la 
somme des courbures principales (courbure moyenne) est 
nulle en chaque point. 
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SOLUTIONS DES QUESTIONS DIVERSES. 



608. Désignons par Je premier membre de la relation 
proposée. On voit facilement que A, est nul, quelles que 
soient les quantités x et h. Cela posé, la différentiation 
donne 

Si Ton fait x — h= Zyle multiplicateur de mp devient 




Or, pour ^ = 2, ce facteur est identiquement nul, pourvu 
que m soit supérieur à p. As est donc indépendant de et 
conime il est manifestement égal à zéro en môme temps 
que kj la relation est vérifiée pour p = a. On Tétend sans 
pdne aux valeurs plus grandes. 

609. La relation est évidente quand m = i • En désignant 
le second membre par A.,) ies dérivées des deux membres 

23 
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|Nir rapport à x sont respectivement 

(a) «(jt -h «)"-•, <nA«-|. 

Si ces résultats sont égaux pour une certaine valeur de m, les 
fonctions [x -\- a)"' et A,„ ne pourront difTérer que d'une 
quantité indépendante de x; et comme elles sont égales 
pour â:= — a (n" 608), leur différence devra être nulle. Or, 
les expressions (a) sont égales qaand ms a ; la relation (i) 
se trouve donc vérifiée pour cette valeur, et par suite pour 
toutes les autres. 

La relation (i), qui généralise d*nne manière si remar- 
quabje le binôme de Newton, a été donnée par Abel dans 
le tome l*^*" du Journal de Crelle, 

" » • ■ 

610. En prenant les dérivées des^denx membres de 

l'identité 

/(z) = P-f.Qi, 



d'où 
(3) 



Ces relations (3) moatreut que les courbes données par 
les équations 

P = «, Q = 6, 

oà OE et 6 sont des constantes, se coupent à angle droit. 
Différentiant les identités (3), il vient 

«te* dxdy* dxdy rfy» * 

rf»Q_ rf'P <f»Q _ rf»P 
ite» *~ dxdy dxdy " dy^ ' 
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cl, par suite, 

ce qui démontre que les fonctious P et Q satisfont k une 
même équation aux dilTérentielles partielles 

d^u d^u 

Si Ton di/Térentic les équations (3) h — i ibis par rap- 
porté x, et 71 — /il -h I par rapport à^, on en déduit les 
formules (i). Les formules (a) se tirent des équations (4) 
en opérant d^une manière analogue. 

Ces formules ( i ) et ( 2 ) , dues à M. Prouhet, Pont conduit 
à des résultats algébriques et géométriques fort intéressants. 
(Sturm, Cours d Analyse^ Note IV de la deuxième 
édition.) 

611. n faut démontrer qu*on ne peut avoir 

T 

y et Q) désignant deux Ibncllons algébriques entières do x 
et premières entre elles. Pour cela, diûérentions Tégalité 
précédente, elle donne 

(,) f =,/'-/,'. 

Il résulte de là que f doit être divisible par Xy et que /ne 
doit pas Tètre. Faisons donc 

^ étant un nouveau polynôme non divisible par x\ nous en 
conclurons 

23. 
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Snbstîlaant cette valeur et celle de f dans rëquation (i), il 
vient 

OU bien 

Celte dernière égalité est absurde^ car le second membre 
est divisible par x et le premier ne peut Fètre, f eif^ étant 
premiers avecx. Donc, etc. 

612. Posons 
il en résulte 

Jo 

cl en différeulianl les deux membres par rapport à X, 
Dott 

I — n 

613. Si la fonction (x) n'est pas nulle depuis xs=a 
jusqu'à x = h\ elle doit cliaiigerde signe dans cet inlervallo, 
sans quoi, les éléments de 1 intégrale étant tous de même 
signe pour une valeur convenable de n, l'intégrale ne 
pourrait èire nulle. Supposons donc que f (x) change de 
signe, trois fois par exemple^ el soient , Tt , Xt les va- 
leurs de X qui donnent lieu à ce clungement.''Soit fait 

(x) = (x — ar,) (a: — x,) (or — x,) = Ax' -h Bx^-\-Cx -h D. 

Puisque Tintégrale est nulle pour toutes les valeurs en- 
tières de on a 

1 ;x'ç,(*)r/x.= o, / x^<f{x)tIx = o, 
a ' J a 

j X f{x)di: =:Of j f{x)dx^oi 
•/•I •/« 
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et, par suitCi* 



o. 



« La dernière équation ne pent exister puisque, ^ (x) (> i ^ (x ) 
cbangeant toujours de signe en même temps, Félément de 

l'intégrale a toujours même signe. D ailleurs le raisonne- 
ment resterait le même quel que fut le degré de ^ y donc, etc. 

614. La formule de Wallis con^te en ce qu*0n a, 

quand n croit indéfiniment, 

TT 3.3.5. 5. . .(2/1 — — l)(ît«H-l) 

um - • j—f = I , 

3 a.3.4>4* • '^A*^^ 



ou bien 



/ay ^^^ 3.5.7...(an-~0(an-H)' 



Or 

7t 



Jo » a.4...2#i 

par conséquent, 

fa A.-' = = fa ..a.s... + / « \ ' 

a 2.4**>2a \2/n-i/ 



ou 



L*éqaation 



r 



CCS'-*' = 

i . 5 . . . ( 2 « -4- o 



\ 
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eonduiraii d*ttne manière analogue à la relation 



1 



lin n^J 
61$. Conaidérons Tiot^grale 

dans laqaelle X représente, pour abréger, Texpression 
(tttSt ■+• as«s -h . • . ■+- H- htXt H- ... -h *»jr«)*-l- • • . 

Pour en obtenir la valeur, changeons de variables et po* 
sons 

<I, T, H- ^2 .-h «I , 

6| X, -4- ^i4rB+ . . . + i^a. 



Ces relations étant du premier degré, l'élémeiil de Tinlc- 
gralc transformée sera 

les limites étant les mêmes et a représentant un coefficient 
rationnel en Ai , . . • . Comme on a^ d'après la formule 6, 
p* a8o, 

il en résulte 

K =: oeo*. 

D'un autre cèlé, il suit des conditions données qu'on a 
encore 

-00 •/—X •/ — » 
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a! étant rationnel par rapport aux quantités 6| ,. . . . 
On trouvera donc 

M 



K = = ,«5; 



et, par suite, 

(A.A,...A.)* = ^, 
quantité ralioiinelle. 

C. Q. F. u. 

616. Soit 

Afin d*avoir des limites indépendantes de posons 

il vient 

T= y A^(i — (z/i) «fa. 

fil 

u faut que ~ soit nul, quel que soit A; On a donc 

Soit fait 
il en résulte 

F(«)«£r 



/ > 



= 0. 
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Poar que Pinlégrale soit nulle, quel que soU A, il faut 

queF(-z) soit nul identiquement; car si F (x) n'est pas 
nul, on peut prendre h assez petit pour que F (x) garde le 
même signe dans toute Tétendue de l'intégrale, et -comme le 

facteur x toujours positif, Tintégrale ajanttous 

h {h — .«)» 

ses éléments de même signe ne saurait être nulle. Donc 

y {x) + a«ç"(«) = o. 

On tire de là 

c'est Téquation dilTérentielle de la cycloïde. 

Le problème que nous venons de résoudre n'est autre que 
celui de la tautochrone dans le vide* 

(PuiSBUX.) 

617. En raisonnant comme dans le numéro qui £récède, 
on trouve 

618. Multiplions l'équation (i) parle facteur zdx, z étant 
une indéterminée, etintégrousparparties de manière à débar- 
rasser de tout signe de différentiation sous le signe ^, Un 

terme tel que donnera naissance à l'int^rale 

le signe -l- répondant à n — A" pair et le signe — - à n A: 
impair. Ainsi, le résultat de rintégration se composera 

d'une partie débarrassée du signe J* et de l'intégrale 

J [_<h:" iij^-* rte"-» J 
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Si z satisfait à l'éqnalion (2), l'iiilégnile s'évanouit^ Té- 
quaiion (1) devient donc intégrable quand an la multiplie 

par une solution de réquatioii (2). 

L'autre partie de la proposition se voit facilement de 
la même manière. 

619. Supposons que V ne soit pas nulle pour x = a. 
Comme l'équation différentielle proposée est du second 
ordre, on peut concevoir une fonction Yi qui y satisfasse, 
et qui diffère de V en ce qu*on en tire, pour x :=£ a, des 

(l V 

valeurs arbitraires de Vi et de différentes de celles de V 
et de 

ttx 

On a donc 



+OV = o, -^^^GV.= o; 

d'où résulte, en multipliant la première par Vi dx et la se- 
conde par \dxet retranchant, 

v..(.iï)-..(.5) = . = .,[.(v--,S:)]. 

par conséquent, 

On suppose que V n'est pas nulle pour x = n, et Ton peut 
se donner à volonté, pour x = a, des Valeurs de Y i et 

telles, que Texpression 

V 



/ dW 



V ..c/V.^^ 
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ait ponr ^ = a une valeor différente de zëro, qui sera celle 

de la constante. On voit alors que, pour toute autre valeur 
de j:, on ne peut avoir en même temps 

pniflqu'il s'ensiiifrait oonst. = o, ce qui est contre l'hypo- 
thèse. 

U suit de ce qui précède que la fonction Y change de 
signe chaque fois qu'elle s^évanouit. On le fait voir absolu- 
ment comme dans la démonstration du théorème de Sturm. 



m. Soit 



Tint^rale première connue renfermant la constante arbi- 
traire a. On trouve» en différentiant, 



et, par suite, 



dx* — 4y ^ 



Oiflércnlions par rapport à a cette nouvelle équation, elle 
donne 

dady ^ djr fia dadix 

OU bien 

df dx 
ce qui est la condition pour que Fexpression 

fia tiv , 
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soit une différeotielle exacte. On a donc pour riniégrale 

générale 

(Journal de LiouviUcy i, XiV.) * 
621. En appliquant la formitle connnc 

et prenant/ (^) sous la forme 

/(<>) = p(") A,«^"-') -»-... -4- A,<^"-') -h . . . A»!», 

on reconnaît que ^''^/(v) s'obtient en formant la dérivée 
d'ordre pàQf(\p)^ pourvu qu*on y considère les indices de 
dérivation comme des exposants et qu'on y suppose la 
fonction %f affectée de Tindice de différentiation o. Dans 

cette opération symbolique, les coefficients Ai, Aj, . . . , 
jouent le rôle de constantes. On trouve de cette manière 

'/{v) = «^(—0 -t- (i, _ i) A, P (— ») -h : . . H- A 



=//(//—!).. . 21'' -h (/i — i) . . . 2 . 1 A.v, 

La même loi de formation permet évidemment de déve- 
lopper "f(uu)^ . . . , . . . , etc. M. Brassine a 
désigné Texpression ^f^J (^) sous le nom de conjuguée 

ordre p ou de conjuguée p^'^'Ae l'expression /(f^)* 

Observons que si Tou pose 

D"-!- A,D— '4-.. . H- A^D"-/'-f- ... -l-An=:f(D), 

OU peut écrire sy mboliquement^ 

/0) = y{D).r; 
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et il est facile de reconnaître qu'on a, ponr toute valeur 
entière et positive de py 

Cette nouvelle forme de la conjuguée p'''"'' de f(y ) est 
remarquable. Elle permet de remplacer la relation (B) par 
celle-ci, analogue à la série de Taylor pour le cas des fono- 
tijons entières : 

y('')(D).f-f-. . .H yt-^ (D).»'. 



i.a.../>' 1,2. ..A 

On développerait évidemment de la même manière la con- 
juguée d*ordre quelconque 

622. i" Si Ton pose y'=ji dans F équation (B) du nu- 
méro précédent, elle devient 

' et Ton voit que le second membre s'annule si Ton assigne 
k u l'une quelconque des valeurs 

il en résulte que Téquatiou linéaire 

/(r) =0 

admet les solutions 

Soit fait u = x dans la même équation (B), elle se 
réduit à 
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En y substituant à les valeurs y, , xy^ , . . , on 

voit que ces valeurs anuulent 'f(^) , d'où il suit que l'cqua- 
tiou liué^ire 

admet les /; — i preniières soluliuus ( 2 ). 
U suit de là que Téquation 

admet les p — a premières solutions (2}, et ainsi de 
suite. 

30 Diaprés T hypothèse, ou^oit avoir 

/(/.) = o, /tr.)=o,..., ««-/trO^o, 

d^où l'on tire, en vertu de Téquation (6), 

/(«r,)=:j,D««: 

Or, pour toute puissance entière et positive de x inférieure 
à n, mise à la place de u, on Sif{u) i ) = o, c'est-À-dîre que 
rëquatîon f{jr)=so admet les solutions (3), et de plus la 
solution Cn-iX"~^yi, 

Si Ton assimile les solutions (2) aux racines égales des 
équations algébriques, les propositions de ce numéro éta- 
blissent, entre ces équations et les équations différentielles 
linéaires, des analogies remarquables signalées par M. Braa- 
sine, auquel on doit d^intéressantes recherches sur ce 
sujet. (Stuui^ Cours é^Analyse^ Note m de la deuxième 
édition.) 

633. On reconnaît d*abord que réqualîon (i) admet la 

solution j-, , pour n =. 1» Afiu de prouver qu'il en est de 
même dans tous les cas, de Tideutilé 

(a) D'jr, H- ^'j A , D-' r, -h . . . -I- j A ^ ïy^fy, 4- ... H- A,/,=o, 
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I 

supposée vraie pour n, on tire en diflërentiani 



(3) 



-h A', D-TF/, -h . . . H- A'.r. = o. 



Multipliant par At les deux ierrae»de Téquaiion (2) et 

rajoutant membre à luonibrc à l'équation (3), on obtient 
une nouvelle égalité daus laquelle le multiplicateur de 
D""''^ est égal à 

C,+.)a,..+(;).(a,a,+av). 

quantité qui se réduit à 

en vertu des notations adoptées. Il en résulte que Tiden- 
tité (2) subsiste quand on j remplace n par 1, c*est- 
à-dire que l'équation 

f«Cr) = o 

admet la solution jr, , qnel que smt it. 

Pour compléter la démonstration du théorème, il faut 
prouver que si Péqnation (1) admet les solutions 

réquatioii 

(4) =0 

les admettra aussi et sera satisfaite en outre par la solu- 
tion e^xf^ff II suffit pour cela de chercher la conjuguée 
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(x)> <P^*oi> irouve égale i itf„ (j^), elde se reporter i 
la solution du n*" 622 (3 ). 

On arrive au même résuhaf en prouvant généralement 

que si z désigne une solution quelconque de l'équation (i), 
l'équaiion { 4 ) est satisfaite par la solution zx. Le premier 
membre de celle équation peut en eilet s'écrire 

d'où l'ésulle, en y remplaçant^ par zXy 

(2 j (« 0 ?«(^)» 

quantité qui est nulle, puisque z satisfait à Téqualion (i) 
et par suite à l'équation (4). On conclut de là que l'équa- 
tion (p, (^') = o admet les solutions ç)', et c^xyx \ puis, que 
Téquaiion 93 ( ) ) = o admet les solutions cjx^ Ci^ty 
Ct-x^jif et ainsi de suite. 

624. L'analogie indique la forme suivante : 

r rr dadhde 

p étant une indéterminée. Ou tire de là 

— rrr dadbdc 

par conséquent, 

rf'V d»y d^y 
ite" <(r" <fc» 



t 
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Le second membre sera néoessaireikient nul, si Fon pose 



27 = - — I ; la solulioQ demandée est donc 



=/// 



eladbdc» , . 



n 

— I 

a 



[« — « )» -h (/ — à )» -t- ( « — C }> -4- . . . ] 

Xir 
(Aj-+- Al cosa: -H Aa cos2« -4-. . . ) co&nxdx; 

et comme cospx cosçxdx est nul toutes les fois que 

les nombres entiers p eiç sont différents Tan de ranire, il 
en résulte 

C. Q. F. D. 

m. De Tégalité 



n sin rt.r -+- n cos nx 
É?" cos nx d.T = . e"* 



on déduit 



X* . . aie — c 




' a» ' 



d'oà 



De là résulte immédiatement la relation proposée. ; 
6af7. Soit fait 
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dans la relation précédente» elle donne 



ir « 4-e tu tt 
= 1 1 h««-> 



ou bien 

«ÏT I 



2» 



Remplaçons mai menant dans la même relation x par o, a 
par II , et retranchons le nouveau résultat de celui qu^on 
vient d'écrire, on trouve 



f I 

_i — - — _ • , 



4« a«(e"''H.i) 

(N» 169.) 

628. Faisons 

X — Q 

dans la relation du 626, elle donne 



1 ' a» -h 3» H- 4' 

Pour a = 0, la vraie valeur du premier membre est — • 

629. a désignant le rapport donné, Tangle du rayon vec- 
teur avec la tangente a pour tangente trigonométrique^* 
On a donc ; 



' n/* I ... _ aô 

— = -.5 doù r = Cff » 



dr a 

équation delà spirale logaritbmi^e. 



Digitized by Google 



3^0 QVISTIOVS DIVBE8BS. 

et en résolvant par rapport ^f^> 

L'équation int^rale 
représente des cercles. 



631 



et en dififérentiant, 

On trouve pour Vint^rale de cette équation homo{;ène 

a 

632. Posons 

(«« + j =)' — — J*) = F(x, /) , 

d'où 



réqualion différentielle est donc, d'après la tbéorie de» 
trajectoires orthogonales, 



r/y .r ("^ j' — X») 
I 4- — — • = O. 
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Cette étjnation homogène donne par Tint^ration 

équation d*une lemniscate semblable aux proposées et dont 

l'axe est incliné de 45 degrés sur celui de ces courbes. 

Le problème des irajecloires orthogonales a beaucoup 
occupé les géomètres. Leibuitz le proposa en 171 5 » pour 
tàter nn pea le pouls à nos analystes anglais, )> dit-il dans 
une lettre à Tabbé Conti* Le gant fut relevé par Newton 
el Taylor, mais le traYÛl le plus appro&ndi snr cette ques- 
tion appartient à Eider, 

633. On trouve 

7» H- — C = «» logx» • 

634. Soient 

(l) jr»-.4tf* = 0 

réqnatîim de Fane des paraboles» la surface constante; 
on a 

(a) («f)'<fa = à» = |«(«r)'. 

Les relations (1) et (a) font connaître les coordonnées de 

« Textrémilé de Tare à laquelle s'arrête l'intégrale, et Téqua- 
tibn 

qui en résulte par râiminatioti de a, est celle du lieu 
demandé. 

635. Soient b la longueur donnée, +/* s a\ l'équa- 
tion de Tun des cercles, Xx , les coordonnées d'un point 
da lieu^ on a 

I i — -=:aaKsm^f 

0 («» — 
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et 

Elimiaaat il vient 

arclang-=: ou = b , 

Cette dernière équation aurait pu s'obtenir tout de suite» 

car on a, pour les coordonnées polaires d'ua point du lieu, 

r^a, 0 = -» 
a 

et, par suite, 

r9=b. 



636. Soit 



X» Y» 



T T. = * 



Téquaiion de l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes. 
Celle de la norqiale au point (x^jr) est 

— — — — a'«* 

eu posant 

On en déduit pour la distance p du centre à la normale' 

d'où 

(1) ««je ^(<t« -h «»/>•=<>. 

Les racines de cette équation sont réeUes, si Ton a 

(2) a— /?>^. 

Cette condition remplie, Téquation (i) donne deux racine* 
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pour X*. Daignant Tune d'elles par x*, Tanlre par $% on a 

et, par suite, la relation demandée 

(3) H-P)-h«»«"P^o. 

Les deux points ainsi déterminés sont des points associés, 
La relation (3) peut s'écrire 

(a" — X') (fl' — Ç») = (i — , 

ce qui montre qne si Tun des points parcourt le quart de 
Tellipse en allant de Textrémité dn petit axe à celle du 
grand, Faulre parcourt le même arc en sens inverse. 

637. Si Ton désigne par et ^ les abscisses des points as~ 
sodés m et fi', on a les formules (n® 636) 

(l) ,î-|.ça = <l_ , «»p=-^, 

(a) — Ç») -h c»«»P= o. 

Soient 5 = Bm Tare d'ellipse qui part du sommet 6 du 
petit a-xe et qui aboutit au point variable m\ a = A(jl celui 
qui part du sonùnet A du grand axe et tpû aboutit au 
point Moeié ^\ l'équation de Tellipse fournit les deux 
suivantes : 



donc 



D'ailleurS) on tire de Téquation (a) 



odx . o 

tU=l—f ^9 = — '*<fÇ, 
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et, par suite, 

adx , adl 

D*un autre tAtày les épations (i) donnent par la dîffié- 
rentîation 

^ rff jp^p ^ 

d> « 
ou 

A — d<s •=. dp. 

On en conclut 
,(3) - *i — < — (ffi-~o') = />, 

où Ton a 

La relation (3) est précisément celle qu'il fallait dé- 
montrer. 
Si Ton y fait or s o, elle donne 

Bflf| = Api; 

la proposition qu'exprime celte égalité est connue sous le 
nom de théorème de Fagnano. 

(Lb Bbsgub.) 



638. Soit ^ le rapport donné j on a 



DiiTérentiant et prenant j pour variable indépendante, il 
vient 



/ dx^y a d*x 
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Faisons ^ = t et intégrons, il viendra 

m 

m 

et eniiu 




) 



Ce problème, le eas le pins simple des courbes de pour^ 

snite^ revient au suivant : Un point mobile A parcourt une 
droite PQ avec une vitesse constante a \ il est poursuivi par 
un autre mobile B animé d'une vitesse b\on demande la 
courbe décrite par B en supposant <]ue la position initiale 
de ce point ne soit pas sur PQ. 

639. On trouve 

rf»=5J;r(<r»^~ — l) * 

équation toujours int^pi^able si n est entierl Pour »=: a, 
on a une cycloïde \ pour n = un cercle. Lorsqu'on sup- 
pose R a — > I , Téquation devient 

d'où l'on tire 



~ + e • )=0. 



La courbe est donc une chaînette. 
640. Prenons le point A pour pMe ; le rayon de courbure 
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en un point quelconque a pour expression, au moyen des 
coordonnées polaires, 

dr 

* 

en posant 

dr 

La condition du problème revient d'ailleurs à dire que 
la projection du rayon de courbure sur le rayon vecteur est 
à ce rayon vecteur dans un rapport constant. Il en résulte 
Téquation 



qui peut s écrire 



Elle devient 



7t»dtt dr 

= 2û — 9 



en faisant 

par suite, 
et enfin 



rfO = r- 



Cette dernière formule s intègre (n° 398) et donne 

r«C08a(e — = (N»599.) 
6il« Ce problème se résont simpleinent en définissant In 
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courbe^ diaprés £uler, par une équation entre le rajon de 
Gonrbore p et Tangle 9 qae fait ce raytm avec «ne diree* 
tîon constante. Soit donc 

P = F(f) 

1 équalioa de ia courbe, étant Tangle du rayon de cour* 
bure avec une droite donnée. Pour fixer les idées, nous 
supposerons que cette droite est Taxe des x. On toit sans 
peine qu'on a 

et comme 

2j = tang,, 

dx = (is il H- j = p cosfdf, 

Ces deux dernières équations feront connaître jr et ^ en 
fonction de f . D^ailleurs, si pt et cpi sont les coordonnées 
du point de la développée correspondant an point qid a p 

et pour coordonnées, 011 a 

ir 

f 1 = y H — » 
a 

d*où 

dft — dfi 



et comme Télément de la développée est égal à dp^ on a 
aussi , 

df = ^tdfi — pidf. 

Si la développée est semUable à la courbe, n étant le rap- 
port de similitude, 

p. = "h 

et, par suite, 
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Si Ton porie cette Taleor de p dia* «ellat ie de ^T» 
ou obtient les équatiom inté^ndee 

x--« = — TTîi*^"? -+-/icosf), 
I ^ 

* = — j--; («siOf — C08f ), 

en appelant a et deux constante» arbitraires. Faisons 

= tang 0, - = tongw, 

il viendra 



, ^_ siny — cosytangc^ 

unRV 5= — tancif» — 1 s 

" siDf tangca + COSf 

et, par conséqnenty 

$ = y — M, /■ = A sîn a» 

Cette dernière équation est celle d'one spirale logarith- 
mique dans laquelle le rayon Yecteur fait avec la tangente 
l'angle t». 

642. On trouve 

I 

= (/!' K.'x — I )» //j:. 

La cycloïdeet la développée de là parabole sont des cas 
particuliers de la courbe cbercbée. 

643. Soit en général une courbe HK. qui roule sur une 
droite Ax située dans son plan ; pour trouver le Heu décrit 
par un point O de ce plan invariablement lié k la courbe, 
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je la suppose rapportée k ce peint ôomme pèle et à la droite 

qnelconque OP comme axe polaire. La droite OP est aussi 
itivariablement attachée à la courbe. Soient r et 0 les coor- 
donuées polaires du point M où la courbe touche l'axe des x, 
la relation qui les lie est exprimée par mam éqpÊMlUm 

(1) F(r,e) = o. 

X et étant les coordonnées du point O, on a aussi (n? ^hO) 

a) toiigOMX = -;^ = ^, 

et 



(3) OQ=r = r~ 

Le lieu s'obtient en éliminant d et r entre les équations (i), 
(a) et (3). 

£n appliquant ici ce calcul, il vient * 



dx 



Si m = — I, la courbe mobile est un cercle dont un point 
est situé au pôle; on retronre la cjcloïde. 

Pour m = ^) la courbe mobile est une parabole qui a son 

foyer en O ; ce foyer décrit une chaînette. 

Pour m =s 3, le point O, centre d'une hyperbole équila- 
tère, décrit une courbe dont l'équation dilïérentielle 

est celle d'une courbe élastique rectangulaire (n"'' 557 
et 603). 
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644^ Le plan normal an point x,y,zsL pour ëqnarîon 

(X — x)a!r 4- (Y — rfr -f- (Z — ») ifa = 0, 

et. la distance de T origine à ce plan est 

L'origine étant le centre de la sphère donnée de rayon a, 
on a donc 

adt = xdx -^-jrdjr -î- »dSf 

d*où 

645. Cherchons d*abord l'équation de la courbe en anp- 
posant, pour pins de généralité, qu'il s*agit d'un cône quel- 
conque du second degré, dont Téquation est 

£n un point {Xjj, z) situé à une distance r de Tori- 
gine, le cosinus de i*angie formé par la génératrice et la 
tangente sera 

^sr— =-=2' 

m étant une constante. Les o(jiiallons (i) et (a) se trans- 
fornieul au moyen des iormules connues 

« = rsin$cosf, ^ =rsiii0sin(p, ssrooaO» 

* 

et deviennent 

" r'sin'6cos*f r'sin'Osin'f r*co$'0 

(3) — ?- = <^» 

(4) dr* = iti^diCz=: m^{dr* + r«rfO» + r» sin' B)df\ 
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L^ëquatîon (3) nous doniitt 

= -rri 

en poMDt, ponr abréger, 

(5) />*=«» iûi^f + 4* coi* f . 

On tire de là 

a^rMjp ahe (5* — a'} sîn f cos ^ rfy 

Substituant les valeurs de sinO et de dans Téquation (4)9 
elle prend la forme 

oà Ton suppose p remplacée par sa valenr ( 5 ) . 

L^équation (6) s'intègre au moyen des fonctions ellip- 
tiques. Lorsque a = = a, etc., on a 

ou 

L'équatiou (3) se réduit alors à 

taDg9= ~» 

et la projection de rsur le plan des xy étant égale à rsînô, 
il en résulte que la projection de la courbe sur le même 
plan est une spirale logarithmique. On voit par 1 équa- 
tion (a) que la courbe chercbée est rectifiable. 

646. Soient 5^1, ^s,j i, ^n^a^ 7'3i les coordon- 

nées des extrémités des diamètres par lesquelles on mène 



« 
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des plans tangents à Pellipsolde dont l'é^ation est 

Ces plans tangents ont pour équations 

a« ^ et — 

D'ailleurs, la ligne qui joint le centre au point [x,y^ z) 
est la diagonale d'un parallélipipède dont les arêtes sont 
les trois demi-longueurs des diamètres considérés. La pro- 
jection de cette diagonale snr un axe cpelconque étant égale 
à la somme des projections des trois arêtes snr le même 
axe, on a 

et par suite, en ajoutant les équations (i), * 




647. L'ellipsoïde ayant pour équation 
si on le coupe par le plan représenté par 

Ix -h mjf «s = o, 
» 

les denti<4xes principaux seront les racines de Téquation 

aW b'm^ c'n^ _ 

r» — r^—b^ r»— c»""^* 
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,D*aii aotre o6té, j, g âéngtitcùl )«• côordooate d« A 

ou de B, on voit sans peine qu'on a 

L'équalion de la surface est donc 

g'jg» /.-«z» _ 

r» — a» ""^ r» — A» r' — c' 

dans laquelle 

r" = X' -h z\ (N» 323.) 

648. Les deux sphères ont pour équation 

«'-hj^' -h = {a; — <i)»-h(j — — c)»=:i». 

L'équation d'un plan tangent k la première au point 

Pour exprimer que ce plan est aussi tangent à la seconde 
au point {x^^y^j Zt), on a les relations 

*i «I 7 1 r» »« *i = 

Xj — a j'i — b z, — 



d'où Ton tire 



— g jr^—b Zt — c |_ ^ A* — {axi H- ^j^i 4- c»i) ^ 

*i ri ~ »i À"" A» ' 

par suite, 

(a) ^ + H- », = A (A ± 

La question revient k trouyer la surface enveloppe d'nn 
plan dont l'équation est (i), les paramètres Xi , , de- 
vant satisfaire à l'équation 

(3) x]-^x]^z\=h^, 

et à la relation (a). 
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DiflîSKiitmt les ëqaatioDS (i), (3), (2) par rapport max 

paramètres, il vient 

(4) «rf»! -h ydri + sd», =s o, 

(5) H- j, + = o , 

(6) . adxt bdj^ ctffa, = o . 

Ajoutons entre elles ces dernières équations après avoir 
multiplié la première par X et la seconde par X et /x 
étanl deux indéterminées, puis égalons à zéro les mullipli- 
caleurs des différentielles ^ nous trouverons ainsi 

Ces relations, multipliées respectivement par x, j^, z et 
ajoutées, donneront 

Xk*=^h''\'h(h±:k), 

Tirant (x de là, ou obtient enfin, eu égard à la symétrie 
des ealculs, 

* — X — Xi ^ — ^1 

ha — i^hzt. / ) ~ — (/< ±: X ) /, ~ hc —\k ±: k) *, * 

Ces trois rapports ont pour valeur commune 

k(ax -f- -h 4») — ( A ± A»* 

et aussi 

flX -j- ^/ + C2 —//(/* ± A) 

. A (a» -1- ^2 j _ ^ ^.j, • 

n en résulte l*équation 

(«» -h + 5» — A«)[«» -f. A» H- c» — ( A ±: X )»] 
= [<Mf H- *7 -H c« — A( A zh X ) p 

Elle reprtente deux cônes, comme on pouvait le prévoir. 
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' 61^. L'éqMtimi du plan normal à la courbe au point 
(j:, z) est la suivante : 

X Y Z 

X, jr et JB étant liées par les deux relations 

(a) H-«>=r», 



Différcntiant ces trois équations par rappqrt à a:, j'et 
nous aurons 

(4) «>( A' - c») I rfx H- *«iV - p rfr-f c»(ii»- î A=o, 

(5) a-ds -k-jdj zdzr=o^ 

En faisant usage des indéterminées A et fi comme dans le 
numéro précédent, on trouve 

^'(<^'-«')75-+- J = o, 

c»(«' — 4') ^ -f- Xa -t- it -î- = o. 

Multiplions respectivement par s ces dearniéres équa* 
tionsy et ajoutons les résultats, il vient 

Xr'4-fi = Oî 

et, par suite. 



„* i^ — c* . b' — a' ^, . c« — 

25 
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D^ailleurs, de k w ub io ii e o a des ëi|iiatiaoi (a) el (3) on 

déduil 

et en substituant k z leurs valeurs tir^s des équa- 

tions précédentes, ou arrive à uii résultat de la forme 



Z 



s 



Cette équation homogène par rapport aux variables 
représente une surface conique, résultat facile à prévoir 
puisque tous les plans normaux passent par le centre de la . 
sphère. 

650. Prenons le point fixe pour origine des coordonnées, 
et soient 

les équations des deux surfaces, a, c, étant les coordon- 
nées du point M, a', b\ d celles du point M' , on a 

(1) r) = o, 

(2) F(fl', 5',c')=o. 



D'ailleurs» 



et, par suite, 

(3) <ro'-f- W-»-f/=:X». 

On trouve aussi 

a \- b' h c — 

da' dbf dé 
0H'= — — - — 
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Or, si Ton coasidèrc a^h.c^ d ^ h' ^ d comme variables dans 
les équations (1), (2)1 (3)^ il vient^ en différen liant, 

-T f^f* ■+- -ÎT H- «te =3 O, 
iùt do tic 

a' da + b'db -^-t/de-^ 4- bdb' + rdb' = o . 

Kmployons ici, roinnie dans le numéro qui précèdcj les 
multiplicateurs indéterminés X et f(, il viendra 

^^^Tb' '^^"dc^ 

t 

dV . ftV d? 



"=^7^7?^ '^=^7^' 



Les irois dernièr«» équaiions font voir que les directions 
de OM et de OH' coïncident. Elles permettent de mettre 
OH' sons la forme 

0H' = ^> d'où OM.OH' = X^ c. q. r. d. 

« 

Les surfaces qu'on vient de considérer ont été nommées 
réciproques par M. Mac Cullagh. 

n est facile de voir que la surface réciproque d'un ellip«* 
soïde est un antre ellipsoïde. 

651. Soient Xj , y^^ les coordonnées d'un point M 
de la surface P, ; Téquation d'un plan langent à la surface P , 
au point (x^ , s') et passant en M sera 



xx' y y' zz* 



avec les conditions 



25. 
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. Le côoe qui « ton Mnnmet en M pent ètie ooniidéré 
comme la surface enveloppe de ce plan. 

Pour obtenir l'équalion de cette surface, difïérentioDS 
les trois équations précédentes par rapport à x'^y^ £\ 
noos en déduirons ' 

(i) sez=:\x' -h J?!, 

(3) »=X*'-h>i., 

X et /X étant deux facteurs indéterminés. 

Multipliant (1) par — , (2) par (3) par - et ajou* 
tant, on trouve 

(4) x=\ + f.. 

Multipliant de nouveau (i) pa**^> (2) par (3) par - 
et ajoutant, il vient 

(5) A + i = X -hf*(B + i), oui A=:fiB, 
en posant, pour abréger, 



B. 



Multipliant en£n (i) par ^> (2) par (3) par^ et fai- 
sant 

nous obtiendrons 

(6J BH-i = X-+-f*(A»-H 1), ou B=:|aAi; 

.par suite, ' 

.AA, = B% 
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c'est rëqualîon du cône dont le sommet est en M. 

Pour toQt autre cône dont le sommet est sur la sur£toe Pf , 
la quantité 

aura la même valeur, puisque P et P| sont concentriques) 
semblables et semblablement placés. Si donc on retrancbe 
Téquation (7) de Téquation du cône dont le sommet serait 
au point Xt , j^t, Z| , ce point étant sur Pi , on trouvera 

•?- + ^+;?-') 

Cette équation, à laquelle satisfont les coordonnées des 
points communs aux den^ cônes, se décompose en deux 

équations du prctiiicr degré. C. Q. F. d. 

Les plans qu'on obtient ainsi ont pour équations 

4 

2,-2, 

..-^ =0, 



— X, 

«» 




— r» 


a* 




6> 



= o. 



La condition pour qu'ils se coupent à angle droit donnerait 

-h -Il -}- ?1 =r f!2 -h ^ ^_ il. 
ii« b* a* b* e*^ 

c'est-à-dire que les divers sommets doivent se trouver sur 
un troisième ellipsoïde, concentrique aux deux autres, sem- 
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blablement placë, et dont les axes soient propoiiiohaett 

aux carrés des axes de cevix-là. 

652. Soit M (.r, 7, z) un point de la surface de sépara- 
tion S doDl ré(^uaUon est 

les cosinus directeurs éa la normale en ce point sont 
donnés par les formules 

/=V^, m=V% « = vl^ 

da: a/ tiz , 



ou 

^. r/o' r/o^ dt,"^ 

V*= — -h— H ^• 

«te*, dy^ 

Soient en outre a, 6, y les cosinus dircrieurs du rayon 
incident qui aboutit en M, et qui rencontre en un point \j. 
((1 ^> C) surface S à laquelle tous les, rayons incidents 
sont perpendiculaires. Posant 

on a 

Si a,, 7i sont les cosinus directeurs du rayon réfracté 

qui passe en M; |n Xi, fi les coordonnées d'un point /X| 
pris sur ce rayon à une distance de M égale à 9 on a aussi 

(2) — .r = a,/r,, jj,— /=6,/ij, ^, — 2 = 7,/^, 

et il s^agit de prouver qu'on peut déterminer de telle sorte 
que les rayons réfractés soient normaux au Heu des points fi^ . 

Or, en différeutiant les équations (i), on en tire 

= -t- tdh -h hd^^ 
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et par suite, . 

puisque la droite fiM. est normale à la snr&ce Z. Les équa- 
tions (2) donnent de même 

(3) «i</Çi H- -h 7i<iÇi = «irfr -h 6,#/j -h Y,rf» 4- (f&i . 

D'un autre côté, la première loi de la réfraction exige 
que le plan qui renferme le rayon incîden4 et le rayon ré- 
fracté contienne la normale en M. On exprime ce fait en 
écrivant que Taxe dn plan fiMN est parallèle à celui 4a 
plan jUiMN; c'est-à-dire qu^on a, î désignant Tangle d'in- 
cidence, r celui de réfraction, 

€m — y m €|JI — 7,iiv 7/— ««_-_7,/ — «rit 

nai sinr * sini sinr ' 

am — 6/ a|/w — 6j/ 
. — . — = . >■ » 

sin / smr 

d'où 

i m n 



il: est ici l'indice de réfraction. 
Gomme on a 

lilx -h dj -+■ /i (/z = O f 

on tire des équations (4) 

ce qui transforme la relation (3) en lasuÎTaote, 

a,i/çi 6,r/jf3, -h 'Jtd^i = ^—-\-dhi, 

A 

11 suffit donc qu'on ait d/ti = ~ pour que les rayons ré« 

fractés soient normaux à la surface des points fA|,et par suite 
a toutes les surfaces parallèles» 
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Ce théorème remarquable a été trouvé par Malus, dans 
le cas particulier où. les rayons incidents émanent d'ua 
même poiat.. M. Dupia l'a démontré généralement. 

653. Prenant le point donné pour origine et la ligne dou-> 
née pour axe des Téquaiion de Tune des sphères sera 

-I- H- *■ = a «*• 

Si l'on désigne en outre par ^» ^ ^^s dérivées partielles 

Relatives à Ja surface inconone, on est conduit à int^rcr 
Téquation 

. ^-L ^ H- i = o. 



On trouye 



655. On trouve tout de suite, en prenant A pour origine 
et AB pour axe des 

L'int^rale de cette équation aux différenlidles partielles 
est la suivante : 

*^'[(.^'+^-»-»*)^ + »] = ?(^)- 
^s 

On déduit de là 
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et eu intégrant, 

»»=(/»-. 1)4:» •+.(«— i)j« + C. 

tô7. L*^ualion qui donne, en général, les rayons de 
courbure principaux d'une snr&ce est, en adoptant le» no- 
tations connues, 

p»(rf — ,») — p(n-/,»-l- y»)[(H-;,«)/ — 2/»7i -4- (i î^)r] 
IL en résulte qu'on a, pour la question présente, 

(1) {l -hp^)t — 2pqs-i-(l -h q^)r=0, 

et 

(2) * = y(ar«-hr'), 

Taxe (les z élant pris comme axe de révolution. Si, pour 
abréger, on représente x* -H j' par ce, et qu'on lire de l'é- 
quation (a) les valeurs de 9, ^ et < pour les porter 
dans l'équation (1), on trouve 

£n intégrant une première fois, il vient 

t 4 . 

ou, en posant a = li', ^ = a', 
On déduit de là ' 
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ce qui démontre que la couibe génératrice de la «urface est . 
une chaînette. 

Ce problème est un cas particulier de celui où Ton de- 
mande la surface de réToIution dont la courbure moyenne 
est constante, surface qui jouit aussi de la propriété de cir- 
conscrire un volume donné sous une aire minimum. M.De- 
lannay a donne une élégante solution du cas général en 
prouvant que la courbe méridienne de la surface est ceUc 
. qu'engendre le foyer d'une ellipse ou d'une hyperbole rou« 
lant sur l'axe des js. Quand la courbure moyenne est nulle, 
la courbe roulanté est une parabole. [Jottmid de Idour 
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A-emmes de Pappus, et conformément au sentiment de R Simsor 
fur la forme des énoncés de ces propositions. In.8 1 

CHASLES,\\, i Wsritut. - Traité des Sections conu.np^ 

suite au Traité de Géométrie supérieure. />,vv7/.v',v. in 

^ re et ' \. i33 fi ^ • \ ^J' ' 
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m f Charles DE). - De l'Analyse infinitésimale Étude sur la 

«métaphysique du haut calcul. In-a, avec figurc>.<: .ïïl^ ' 

TnM?^^'^E (I.-L.-A.). Profossour à l'École préparalo.,e Sn.w 
Toulo„5.H -1 SoÎTitions développées de 300 Problème^ nui 

'^"^ pour Tadmitisii, m 1 

daii.ui.c. acuité Franco 1 

J^^^-^PT (A.). _ Bec.Ml fl.. pn.ci.aux Problèmes . .,»ns 1- 
8iand';;|'"'t;.nips de Pam, £iiouces et Solutions. if„;;<",'' 

<* i'r rii(|uc ijI. in-8 
SXUHîtr'^^ ■ aiibieu-- 
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